GEOMETRIA PROYECTIVA PRIMER CUATRIMESTRE 2003

PRACTICA 2

1. Sea V un espacio vectorial y ¢ : V X V — R bilineal. Se definen,

Ly :V—V* por Lyv)=¢(, )
Ry :V—V* por Ry(v)=¢(,v)

a) Probar que Ly y Ry son transformaciones lineales.
,,Cual es la relacién entre ambas cuando ¢ es simétrica?

b) Dada B base de V, calcular || Ly||BB* ¥ || Ro||BB* ¥ Verificar que una es la transpuesta
de la otra.

c) Dada B = {vy,...,v,}, base de V, se define al matriz de ¢ en la base B por:
Mg = (¢(vi, v;))
(i) Mostrar que si B’ es otra base de V, entonces:
My (6) = C(B',B)' . My(6) . C(B',B)

y deducir que : Mg(¢) es simétrica si y sélo si Mp/(¢) lo es.
d) Verificar que det(Mp(¢)) y det(Mp/(¢)) tienen el mismo signo.
e) Mostrar que : ¢ es simétrica si y sélo si Mg(¢) lo es para toda base B.

f) (Existe B, base de R?, tal que Mg(¢) = (§ %) si ¢ : R? x R? — R es la forma
bilineal dada por
¢(x,y) = 1191 + 3T2Y2 + T1y2 + T2y ?

g) Verificar que si ¢ es simétrica : ker(¢) = ker(Ly) = ker( )-
Deducir que : Ly es isomorfismo si y sélo si ker(¢) =
h) Verificar que si ¢ es simétrica : ||Ly|lgpr = Mp(¢) para toda base B.

2. Sea ¢ una forma bilineal simétrica en V. Probar la equivalencia de las siguientes
afirmaciones:

a) ker(¢) =0
b) Para toda ¢ e V* existe un dnico ve V tal que p(z) = ¢(v,z) para todo ze V.

3. Sean
BS(V) ={¢p:VxV —R/¢es bilineal y simétrica}
8(n,R) ={AcR™ /| A= A"}
Probar que para cada base B de V, la aplicacion My : BS(V) — 8(n,R) dada por

“¢ — Mp(¢) = matriz de ¢ en B” es un isomorfismo.

. Cudl es la dimensién de BS(V)?
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4. Sea ¢ BS(R™!). Probar que existe una tnica A ¢ R"*"  simétrica, tal que

10.

11.

P(x,y) = z' Ay

para todo x,y e R"¥1,

. Sea ¢ : V xV — R una forma bilineal simétrica tal que, en una cierta base B de V,

€s

. Es posible encontrar ve V tal que : v¢ ker(¢) y ¢(v,v) =07

Hallar en cada caso el hiperplano polar H, de v respecto de ¢

a) p:RZxR?—R | o¢(z,y) = (:pl x2> (_12 _32> <3y/l> , v=(1,0)

0 2 —1 Y1
b) ¢ :R*xR* — R , Oz, y) = (Il T2 I3> 2 =30 yo | v=(1,-2,3)

Para cada una de las siguientes formas bilineales simétricas, hallar la descomposicién

de Ven V* V- y V% y calcular el indice, el rango v la dimensién del nicleo

a) ¢:R*xR*—R, ¢(x,y) = 3wy — 22991 — 271y + 3723

b) ¢:R*xR* — R, ¢(x,y) = 2xay1 + 3T3y1 + Tay1 + 271Y3 — T2Y2 + ST4Y2
+371y3 + 4r3Y3 — ST4Yy3 + T1Ys + ODTaYs
—23Ys — 3T4Ys

c) ¢:REXR— R, d(x,y) = 191 + x3y1 — 332y + 3T3Y2 + T1Y3 + 3T2Ys3
—2x3Y3

Sea ¢ : R3 x R® — R dada por ¢(z,y) = @ _%1 %1> y'. Hallar una base B = {v;}

de R3 tal que Mg(¢) sea diagonal y ¢(v;,v;) = £1,0 para todo i.

Sea ¢ e BS(R* 1) no degenerada y tal que ind(¢) es impar. Probar que para toda
base B de R*"*! es det(Mg(¢)) > 0 .

Desigualdad de Schwarz

Sea ¢ e BS(V) semidefinida y sea 1 su forma cuadratica asociada. Probar que
|6(z,y) [ < Y(@)v(y)
para todo x,ye V.

Sean V | W espacios vectoriales, f : V — W lineal y v : W — R una forma
cuadratica. Sea ¢ la forma bilineal asociada a 1. Probar que
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12.

13.

14.

15.

16.

a) ¥ :V— R, dada por ¢'(z) = ¢ (f(z)), es una forma cuadrética.

b) Si ¢/ : VXV — R es la forma bilineal asociada a 1, entonces ¢'(x,y) =

o(f(x), f(y))-

Sea V un espacio vectorial, ¢ : V — R una forma cuadratica y ¢ la forma bilineal

asociada. Se definen:
pa=tory' y  pa=g¢o(ry' x714")

a) Mostrar que rg(¢4) =rg(v) e ind(va) = ind(v))
b) Mostrar que ker(¢4) = A + ker(¢)

c) SeaB ={vy,...,v,} una base adaptadaa ¢y By = {vi+ A, ...,v,+ A}. Mostrar
que B4 es una base adaptada a 4.

Sea F': V — R una funcién cuadratica tal que, para un AeV, es
F(z) = va(w) +2pa(x) +ca

donde 94 : V4 — R es una forma cuadratica, ¢4e V% y cae R. Si ademés, para

B eV, F se escribe en la forma
F(z) = ¥p(x) + 2¢0p(x) +cp
con Yp : Vg — R forma cuadratica, ppe Vi y cge R, probar que

V() :¢A($;B) y  ps() :SOA($ZB)+¢A(B7$ZB)

Sea F': V — R una funcién cuadratica. Verificar:

a) a.F es una funcién cuadratica para todo a e R
b) rg(a.F) = rg(F) para todo ae R

¢) ind(a.F) = ind(F) para todo ae Rxq

d) ind(a.F) = rg(F) — ind(F') para todo a e R.

Sean 1, s e V* no nulas y ¢y, ¢ € R. Probar que

a) [':V— R, dada por F(z) = (¢1(x) + ¢1)(p2(x) + ¢2) es una funcién cuadratica.

b) para cada A e V existen ¢, ¢ e V¥ nonulas y ¢}, ¢, e R tales que la funcién cuadra-

tica definida en a) se escribe:
F(z) = (p1(2) + ) (pa(@) + ¢3)

Sea ¢ : V x V — R una forma bilineal simétrica y f: W — V una transformacién

lineal.
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17.

18.

19.

20.

21.

a) Probar que si ¢y : W x W — R estd dada por ¢¢(u,v) = ¢(f(u), f(v)) entonces,
1t (ker(¢)) C ker(¢y).

b) Verificar que si f es isomorfismo, entonces ker(¢y) = f~!(ker(¢))
c) Mostrar que si f es isomorfismo, entonces Mp () = M) (9)

d) Mostrar que si W =V y f es isomorfismo, entonces

Mg(¢5) = £l - Me(9) - If]5
Deducir que det(Mp(¢f)) v det(Mp(¢)) tienen el mismo signo.
a) Construir una forma bilineal simétrica ¢ en R3 tal que dimker(¢) = ind(¢) =1y
encontrar bases de V¥ | V= y VO,
b) Construir una forma bilineal simétrica ¢ en R3 tal que ker ¢ = [(—2,0,1)].
c) En cada uno de los casos siguientes, encontrar —cuando sea posible— un isomorfismo
f tal que o' = 9y
(i) ¥(x) = —2w129 — 5 — 23 ’ V'(v) = 23 — 23 — 23122 — 22173
(i1) ¥(x) = 222 — 323 + 235 + 27129 . Y(x) =227 + 323 4 23 + 2x129

Hallar una forma cuadrética en R* de rango 3, indice 2 y cuyo nticleo esté generado
por (—1,0,1,0).

Sea S C V un subespacio no nulo y ¢ una forma bilineal simétrica en V.

a) Probar que si ¢s = ¢lsxs es no degenerada, entonces S Nker ¢ = 0.

b) Encontrar dos subespacios Si, S, de R® —de dimensién mdxima— con la propiedad
que cada ¢s, es no degenerada, siendo:

1 -1 0
Mg@)=|-1 1 0
0 0 0

c) Probar que S es un subespacio —de dimensién méxima— con la propiedad que ¢s es
no degenerada si y solo si V=S @ ker ¢.

a) Encontrar una ecuacién del hiperplano polar de (1,0,—1) respecto de la forma
bilineal ¢ dada por

o(x,y) = 4z + Taya + 221y + 2x0y1 — 221Y3 — 203y — Tays — T3Ye

b) Encontrar v e R? tal que 2z; + 7o — x3 = 0 sea la ecuacién del hiperplano polar de
v respecto de la forma ¢ dada en a).

c) Encontrar una forma bilineal simétrica ¢ en R? respecto de la cual 1 + 25 — 23 = 0

sea la ecuacién del hiperplano polar de (0,1, —1).

Decidir si las siguientes funciones ¢/ : V — R son formas cuadraticas
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a) V=R3 ;o (r) =2 —2ma9 + 3
b) V = R? ;o (x) =2k — 2310 + 31y
c) V=R! ) U(z) = 2] — 23 — 2173

En caso de serlo, hallar su matriz respecto de la base candnica.

22. Hallar en cada caso el cono asociado a la forma cuadratica

) VR, ga)—a? ol ad
b) V=R" : Y(x) = 22
c) V=R, () =at-2}

JEn alguno de estos casos coincide con el nticleo de la forma bilineal asociada?
23. Sea 1) : R® — R una forma cuadrética tal que su cono es el conjunto
C={zeR?®/z, — 21, =0}

a) Hallar una base de ker ¢
b) Encontrar una 1 tal que €, = C.

Composicién tipogrédfica: IATEX 2¢ (http://www.miktex.org)
Gréficos: Tkpaint (http://www.netanya.ac.il/”samy/tkpaint.html)



