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Geometria Proyectiva
PRIMER CUATRIMESTRE 2004
PRrRACTICA 7

Sea F' una curva proyectiva plana. Probar que P es un punto multiple de F si y sélo si F(P) = Fx(P) =
Fy(P)=Fz(P)=0.

Probar que las siguientes curvas son irreducibles; buscar sus puntos multiples, las multiplicidades y las
tangentes en los puntos multiples.

a) XY44YZi4 XZ4 ¢) Y2Z-X(X-2)(Z-\2Z), €k
b) X234 X273 4y273 d) X"4+Y"+2Z" n>0.

Buscar todos los puntos de interseccién de los siguientes pares de curvas, y los correspondientes niimeros
de interseccién.

a) Y2Z-X(X-22)(X+2)yY2+X2-2XZ ¢) YOI —X(Y2 -XZ)2yYi4+Y3Z— X272

b)) (X24+YDZ+X34+Y3y X3 4+Y3—2XYZ d) (X2+Y?)243X2YZ-Y3Zy (X?2+Y?)?3 -
4X2Y27?

Sea P un punto simple de F'. Probar que la recta tangente a F' en P es Fx(P)X + Fy (P)Y + Fz(P)Z = 0.

Sea f € k[X,Y] un polinomio y sea V(f) C A? la curva afin definida por f. Sea F = f* € k[X,Y, 7]
la homogeneizaciéon de f y V* = V(F) C P?(k) la clausura proyectiva de V(f). Verificar que las rectas
asintéticas de V(f) (segun definicién dada en clase) corresponden a las rectas tangentes de V(F') en los
puntos de la recta del infinito Z = 0. Tratar primero el caso en que dichos puntos de V(F') son no-singulares.

Sea P = (0:1:0), F una curva de grado n, F = Y F;(X,Z)Y""%, donde F; es una forma de grado i.
Probar que mp(F') es el menor m tal que F,,, # 0, y los factores de F},, determinan las tangentes a F' en P.

Para todo P € F, probar que mp(Fx) > mp(F) — 1.

Probar que dos curvas planas sin componentes comunes se cortan en un nimero finito de puntos.

Sea F' una curva irreducible.

a) Probar que Fx, Fy o Fz # 0.

b) Probar que F' posee un nimero finito de puntos miltiples.

Sea F una ciibica irreducible, P = (0: 0 : 1) una cispide de F, Y = 0 la recta tangente a F' en P. Probar

que F =aY?Z —bX3 — cX?Y — dXY? — eY3. Buscar un isomorfismo proyectivo T tal que

a) FT=Y2Z — X3 — cX?Y — dXY? — eY?

b) FT =Y?7Z - X3 —dXY? —eY? (cambiar X por X — ¢/3Y)

¢) FT =Y?Z — X3 (cambiar Z por Z +dX +eY)

Por lo tanto, salvo equivalencia proyectiva, existe una sola cibica con una cuspide. Verificar que no tiene
otras singularidades.

Probar que salvo equivalencia proyectiva existe una sola ctibica irreducible con un nodo: XY Z — X3 — Y3,
Verificar que no tiene otras singularidades.

a) Supongamos que P = (0:1:0) € F, F una curva de grado n. Probar que ), I(P,FNX) =n.

b) Probar que si F' es una curva de grado n y L es una recta no contenida en F', entonces ), I(P, FNL) =
n.

Probar que una cubica irreducible o es no singular o posee, a lo sumo un punto doble (un nodo o una
cispide).
(Sugerencia: usar el problema 10, donde L es una recta que une dos puntos miltiples; o usar los problemas
10y 11.)
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Sean P, ..., P, € P2. Probar que existe un nimero infinito de rectas que pasan por P; y que no pasan por
Py, ..., P,. Si P; es un punto simple de F', esas rectas las podemos tomar transversales a F' en P;.

Sea C' una curva proyectiva plana irreducible, Py, ..., P, puntos simples de C, m, ..., m, enteros. Probar
que existe un z € k(C) con ordp, (z) = m;, parai=1,...,n.

(Sugerencia: considerar las rectas L; como en el problema anterior, y una recta Ly que no pase por
ningtin P, y tomar z = [[ L7 Ly = ™)

Sea F una curva irreducible de P?. Supongamos que I[(P,FNZ) =1,y P # (1 : 0 : 0). Probar que
Fx(P) #0.

(Sugerencia: si no, usar la férmula de Euler para probar que Fy (P) = 0, que contradice el hecho que Z
no es tangente a F' en P.)

Probar que toda curva proyectiva plana no singular es irreducible. ;Es cierto para curvas afines?

Sea F' una curva irreducible de grado n. Supongamos que Fx # 0. Probar que Y mp(F)(mp(F) —1) <
1

n(n — 1). En particular F tiene a lo sumo ;n(n — 1) puntos multiples. (Ver problemas 7 y 9.)

Sea F' una curva proyectiva plana de grado n y supongamos que F' no contiene rectas. Sean F; = F,
y Fij = Fx,x,, que son formas de grados n — 1 y n — 2 respectivamente. Consideremos la matriz cuya
coordenada (i, j) es Fy; y sea H el determinante de esa matriz. H se llama el Hessiano de F, y es una forma
de grado 3(n — 2). Supongamos que la caracteristica de k es cero. El objetivo de este ejercicio es probar el

Teorema.
a) Pe HNF siysdlosi P es o una inflexién o un punto miltiple de F.

b) I(P,HNF)=1siysolosi P es una inflexién ordinaria.

Demostracién.

a) Sea T un isomorfismo proyectivo. Entonces el Hessiano de F7T es (det(T)?)H”. Se puede entonces
suponer que P = (0: 0: 1). Consideremos f(X,Y) = F(X,Y,1), h(X,Y) = H(X,Y,1), fo(X,Y) =
Fx(X,Y, 1), etc.

b) (n—1)F; =5, X;Fj; (esto es la férmula de Euler aplicado a F}).

C) I(Pvf n h) = I(Pvf N 9)7 donde g = fifam + fffyy - 2faﬁfyfxy
(Sugerencia: hacer las siguientes operaciones de filas y columnas en la matriz que define h: sumar X

veces la primera mds Y veces la segunda a la tercera y usar (b). Hacer lo mismo con las columnas.
Luego calcular el determinante.)

d) Si P es un punto multiple de F', entonces I(P, f Ng) > 2.

e) Supongamos que P es un punto simple de F, Y la recta tangente a F en P, luego f =Y + aX? +
bXY +2Y? + dX3+ otros términos. P es una inflexion si y sélo si a = 0. P es una inflexién ordinaria
siy sélosia=0yd+# 0. Probar que g = 2a + (6d + 2ab) X+ términos superiores, lo que termina la
demostracién.

Corolarios.
(1) Una curva no singular de grado mayor que 2 posee siempre una inflexién

(2) Una cibica no singular tiene nueve inflexiones ordinarias.

Sea P € F un punto no singular, sea T la recta tangente a F en P y sea H el hessiano de F. Demostrar
que I(P,FNT)—2=1(P,FNH).

a) Sea a = (0 : 1 :0) una inflexién de una cibica irreducible F', Z = 0 la recta tangente a F en
(0:1:0) (la caracterfstica de k es cero). Probar que F = ZY? +bY Z? +cXY Z + G(X, Z). Buscar un
isomorfismo proyectivo T tal que FT = ZY? — C(X, Z) donde C es una forma de grado 3. (Cambiar
Y porY —b/27Z —¢/2X.)

b) Probar que toda cubica irreducible es proyectivamente equivalente a una de las siguientes:

1) Y?Z-X3
9) Y2Z - X2(X + 2)
3) Y2Z - X(X—Z)(X —)AZ)con X €k, \#0,1 (ver problemas 10 y 11).



