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Capitulo 4

Flujo de minimo costo

1. Introduccién.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Supongamos que cada rama e € E tiene asignada una capacidad u,
0 < ue < o0y un costo c. y que cada vértice v tiene asignado un nimero real b,. Supondremos ademéas que
Z b, = 0. Queremos encontrar un flujo z = (x.) tal que

v

z(v,V)—z(V,o)=b, YWweV
0<z.<u, VeeF

y de manera que E CeTe Sea minimo. En otras palabras, queremos resolver el problema de programacion

eck
lineal

min E CowTow

(vyw)eEE
Z Loyw — Z Ly = bv YveV
w/(v,w)EE w/(w,w)EE

0 <zpw < Upw V(v,w)€FE

Notemos que la condicién Z b, = 0 es necesaria para que exista una solucién factible del problema ya que

v
si « es una solucién factible entonces debe satisfacerse

0=a(V,V)=2(V,V) =Y a@,V)=> z(V,v) =) (z(v,V) —x(V,0)) = > b,

v v v

Si b, > 0 llamaremos a b, la oferta del vértice v, si b, = 0 diremos que v es un punto de transferencia y
si b, < 0 llamaremos a —b, la demanda del vértice v. Sea A la matriz de incidencia vértice-rama de G, es
decir, la matriz que tiene una fila para cada vértice v y una columna para cada rama e y cuyos coeficientes
estan dados por

—1 siwveslapuntadee

1 si v es la cola de e
Ape =
0 en otro caso

Tomemos las coordenadas de = (2¢)ecr, ¢ = (Ce)ecr ¥ U = (Ue)ecr en el mismo orden que las columnas
de A. Entonces podemos escribir cx en lugar de Z Cele y © < uen lugar de z, < u. (e € E). Ademis, la

v-ésima ecuacién del sistema Az = b resulta ser
z(v, V) —x(V,v) = b,
En efecto, como a,. =0,1,—1,

{e€E/aye=1}={e€ E/veslacoladee}={(v,w) e E/weV}

{e€ E/aye =—1} ={e/veslapuntade e} = {(w,v) e E/weV}
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entonces la fila v de Ax es

> -

e/aye=—1

Ty = (v, V) — z(V,v)

§ Apele = E Te —
e

e/aye=1

- Y e X

w/(v,w)eEE w/(w,v)EE
Luego, podemos escribir el problema en la forma

min cx
Ax =0
0<x<u

Ejemplo 1.1. Consideremos el grafo dirigido

3

[ J
/
e3 e4
2
[
2

le

Optimizacién Combinatoria

Sea b = (by, by, b3, by). Entonces, si elegimos el orden (1, 3), (1,2), (3,2),(2,3),(3,4), (2,4) para las columnas

de A la matriz de incidencia vértice-rama es

Z13
1 1 0 0 0 0 T b1
0 -1 -1 1 0 1 I32 o b2
-1 0 1 -1 1 0 T3 - b3
0 0 0 0 -1 -1 T34 b4
T24

es decir,
T13 +T12 = by

—T12 — T32 + T3 + Tog = by
—T13 + T3z — Tog + T34 = b3
—T34 — Tog = by

que es el sistema

z(1,V)—2a(V,1) = b
x(2,V) —x(V,2) = bs
x(3,V) —x(V,3) = b3
x(3,V) —x(V,3) = by
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Observacion 1.2. Sea A € IR™*"™ una matriz que tiene n columnas distintas tales que en en cada una de
ellas hay un solo 1, un solo -1 y los restantes coeficientes son nulos. Entonces existe un grafo dirigido G con
m vértices y n ramas tal que A es la matriz de incidencia vértice-rama de G. Por ejemplo

1 0 0 -1 1
0 -1 0 0 -1
4= -1 0 1 0 0
0 1 -1 1 1

es la matriz de incidencia vértice-rama del grafo

\;/

Ademas, si A € R™*™ es una matriz de coeficientes ceros y unos tal que en cada columna los unos aparecen

en forma consecutiva y b es un vector cualquiera de IR™ entonces el sistema Ax = b es equivalente al sistema
A’z =1, donde [A’|b'] se obtiene de [A]|b] haciendo la transformacién de filas

Fl=F,F=F—-F,Fy=F—F, ..., F,=F,—Fy,_1, F,, ,=—Fy

y se verifica que A’ € IR(™ X" tiene en cada columna un solo 1, un solo -1 y los restantes coeficientes nulos,
es decir, es una matriz de incidencia vértice-rama de algtn grafo con m + 1 vértices y n ramas y b’ € R™+t!

m—+1
verifica Z b; = 0. Por ejemplo, si
i=1
11100 1
Ajg)=(0 1 1 11 | 5
00101 ]| —1
entonces
1 1 1 0 0 | 1
oo =10 0 1 1 ] 4
WI=10 -1 0 1 0 | -6
0 0 -1 0 -1 1

Esto significa que si A es una matriz que tiene en cada columna un solo 1, un solo -1 y los restantes coeficientes
nulos y b es un vector tal que la suma de sus coordenadas es cero o si A es una matriz de coeficientes ceros y
unos tal que en cada columna los unos aparecen en forma consecutiva y b es un vector cualquiera entonces,
dados ¢ y u, el problema

min cz

Ax =10

0<zx<u

puede expresarse como un problema de flujo de minimo costo en algin grafo G.

Ejemplo 1.3. Las fabricas 1 y 2 producen 80 y 70 unidades de un cierto producto que deben ser trans-
portadas a los depédsitos 3 y 4, los que demandan 60 y 90 unidades respectivamente. El transporte puede
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realizarse en forma directa por tren, con capacidad ilimitada, o por camién, en cuyo caso debe pasarse nece-
sariamente por un centro de distribucién 5 y no pueden transportarse mas de 50 unidades por vez. Sea c;;
el costo de transportar una unidad de ¢ a j y sea z;; la cantidad de unidades que deben transportarse de ¢ a
Jj. Queremos determinar cudnto debe valer z = (z;;) de manera tal que el costo del transporte sea minimo.
Podemos representar la situacion en el grafo

donde asignamos capacidad infinita a las ramas (1, 3), (1,4), (2,3) y (2,4) (transporte por tren) y capacidad
50 a las restantes ramas (transporte en camion).
Sean b = (80,70, —60,—90,0), w13 = U4 = U3 = Ugq = 00 ¥ U5 = Us3 = Ugs = us4 = H0. Entonces el

problema puede escribirse
min g Cele

eck
x(3,V)—a(V,i)=b VieV
0<z.<u. VeeFE

Luego, este es un ejemplo de un problema de flujo de minimo costo.

Ejemplo 1.4. El problema del transporte que vimos en el capitulo 3 es un problema de flujo de minimo
min Z CijTij
i,J

n
J=1

costo. En efecto, el problema

inj:bj (1<]<TL)
i=1
25 >0 Vi, j

m

n
donde se supone que E a; = E b;, puede escribirse
i=1 j=1

minZCijxij
.3
n
j=1

m
=Y @y =-b (1<j<n)
i=1
m n

donde se verifica Z a; + Z —b; =0.

i=1 i=1
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Sea G = (V, E) el grafo definido por V = {dy,da, ..., dm,l1,l2,...,l,} (un vértice para cada depdsito y cada
localidad) y E = {(d;,1;) /1 <i<m, 1<j<mn}ysea(a,-...,an,—b1,...,—b,) el vector que representa
la oferta y la demanda, cuyas coordenadas suman cero. Sea x;; el flujo de la rama (d;, ;). Como

1‘(dz, V) = Zmij
7j=1

(L‘(V,dl) = 0
x(l],V) =0

e(Vilj) =) i
=1

las ecuaciones

se escriben
x(d;, V) —x(V,d;) =a; (1 <i<m)

w(ly, V) —x(Vilj) = =b; (1<j<n)
Esto muestra que el problema del transporte es un problema de flujo de minimo costo.
Ejemplo 1.5. Un avién recorre las ciudades 1,2,3 y 4 en ese orden. Para cada ¢ < j sea u;; el nimero
de personas que desean viajar de ¢ a j y sea c;; el costo del pasaje de i a j. Sea r el nimero de pasajeros
que caben en el avién. El objetivo es determinar la cantidad de pasajes x;; de 7 a j que conviene vender de
manera que » . ¢;;T;; sea maximo, es decir, tal que ) (—¢;;)z;; sea minimo sujeto a las restricciones
T2+ T3t x4 <1
13+ 14 + 223 + 224 <71
T1a+Tog+ 34 <1
0 < x5 < ugy
(al partir de cada ciudad la cantidad de pasajeros a bordo del avién debe ser a lo sumo 7).
Agregando a cada desigualdad una variable de holgura podemos escribir las restricciones en la forma
Ti2+T13+ T4+ 81 =T
213+ T4 + 223 +Tou + 52 =7
T4+ 22g + 234+ 83 =7
0 < x5 <y
0<s;

Escribimos el sistema
Ti2 + 213+ T4+ 81 =7

T13 + T14 +T23 + T4 +S2 =T
T4 + T4 + T34+ 83 =7

en la forma Ax = b, donde

1110007100/ r
Ajpj=(0 11110010 |
0010110071/



136 Optimizacién Combinatoria

y = (%12, 13, T14, T23, T24, T34, S1, S2, 83). Como A es una matriz de coeficientes ceros y unos tal que en
cada columna los unos aparecen en forma consecutiva, aplicando la transformacion de filas

Fl|=F,F=F—F, F;=F;—F, F; = —F;

(ver observacién 1.2.) obtenemos el sistema equivalente A’z = b’ donde

1 1 1 0 0 0 1 0 0 | r

i [-1 0 0o 1 1 0 -1 1 0 | 0
AIVT=109 -1 0 =1 0 1 0 -1 1 | 0
0 0 -1 0 -1 -1 0 0 -1 | —r

Luego, el problema puede escribirse en la forma

min ¢’z
A=V
0<z<u

con u = (u12,U1s, U4, Uas, Uad, Uss, 00, 00,00) (ya que las variables de holgura no tienen restricciones de
capacidad), ¢ = (—cj2, —C13, —C14, —C23, —Cas, —C34,0,0,0) y donde A’ es una matriz de incidencia vértice-
rama de alglin grafo y la suma de las coordenadas de b’ es cero. Luego, este problema también puede
plantearse como un problema de flujo de minimo costo.

Ejemplo 1.6. El problema de méaximo flujo visto en el capitulo anterior es un caso particular del problema
de flujo de minimo costo. En efecto, agregando al grafo una rama de ¢ a s con capacidad u;s = oo el problema
de maximo flujo puede plantearse en la forma

min — Ty
z(v,V)—2z(V,v) =0 (veV)
0<we < ue

2. Optimalidad de una solucién factible.

Sea G = (V,E) un grafo dirigido donde cada rama e tiene asignada una capacidad u. (0 < ue < 00) y
un costo ¢, y cada vértice v tiene asignado un numero real b,. Supongamos ademds que va =0y

v
consideremos el problema de hallar un flujo x en G de minimo costo sujeto a las restricciones

z(v,V)—z(V,uo)=b, YWweV
0<z.<u. VeeFE

En esta seccién hallaremos condiciones necesarias y suficientes para que una solucion factible sea éptima.
Para ello usaremos el teorema de holgura complementaria (capitulo 1, teorema 4.9.).

Teorema 2.1. Sea z una solucién factible. Entonces x es una solucién éptima si y soélo si existe (yy)vev
que verifica las dos siguientes condiciones

1) Zpw >0 = Copw + Yo — Y <0

i) Zopw < Upw = Cyw + Yo — Y = 0
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Demostracién: Supongamos primero que t,,, < oo para todo (v,w) € E y escribamos el problema en la

forma
min cx

—Az=-b>
x <u

x >0

(1)

donde A es la matriz de incidencia vértice-rama de G. Agregando una variable de holgura para cada
condicién z. < u., es decir, reemplazando cada condicién z. < u. por la ecuacion x. + S = u., €l problema
es equivalente al problema de programacion lineal en forma standard

min (¢, 0).(z, s)

() 0)-() ®
(z,5) >0

donde I es la matriz identidad que tiene una fila y una columna para cada rama e € E. El problema dual,

con variables (y, z) es
max (y, z).(—b, u)

o () <o v

es decir,
max — by + uz

—yA+zI <c
zI <0
Recordemos que A tiene una columna por cada rama de G y que en la columna correspondiente a una

rama (v, w) los coeficientes de A son todos nulos salvo los correspondientes a las filas v y w que son 1y -1
respectivamente. Luego, las restricciones del dual son

—Yv + Yw + Zvw < Cow (('U,'lU) c E)
Zow <0 (('U,’LU) S E)

Dado (Yy)vev, Si Cow = Cow + Yo — Y ((v,w) € E) entonces (y, z) es una solucién factible de (D) si y sélo si

Zow < Cyw ((an) € E)
2w <0 ((v,w) € E)

0, equivalentemente,
Zow < min {vav 0} (('U, w) € E)

Ademads, si (y, z) es una solucién ptima de (D) entonces zy,,, = min {¢,.,, 0} para todo (v, w) € E. En efecto,
SUPONEAMOS (UE Zyy < Min {Cyy, 0} para algin (v,w) € E. Sea € > 0 tal que 2y + € <0y 2y + € < Cpape
Sea 2’ el vector definido por
Z,{ze si e # (v,w)
e Zow + € sie=(v,w)
Entonces (y, z’) es una solucién factible del dual y —by+uz’ = —by+uz+tyy.€ > —by+uz, lo que contradice
la optimalidad de (y, z). o

Ahora estamos en condiciones de probar que si x es una solucién factible de (1) entonces x es una solucién
6ptima si y sélo si existe (y,),ev que verifica las condiciones i) y ii).
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(=) Supongamos que z es una solucién 6ptima de (1) y sea s = u — x (recordemos que estamos suponiendo
que Uy, < 00 para todo (v,w) € E). Entonces (z, s) es una solucién éptima de (P). Sea (y, z) una solucién
6ptima del dual y sea €y = Cyo + Yo — Yo para cada (v,w) € E. Entonces las condiciones i) y ii) pueden
escribirse

1) Tyw >0 = Ty <0

i) Ty < Uy = Cyow =0

Como (y, z) es una solucién éptima de (D) se verifica que z,,,, = min {¢,,,0} para todo (v,w) € E y ademas,
por el teorema de holgura complementaria se tiene que

@) @0 - o (7 )| =0

Como A tiene una columna por cada rama de G y en la columna correspondiente a una rama (v, w) los
coeficientes de A son todos nulos salvo los correspondientes a las filas v y w que son 1 y -1 respectivamente,
esto es equivalente a

Tyw [va + Yo — Y — Zv'w] =0

Sow-Zow = 0

es decir,
wi[évw - va] =0

Sow-Zow = 0

Luego, si Ty > 0 entonces Ty = Zyw = min {Cyq,, 0} de donde Tpyy < 0y 81 Ty < Uyy €DLONCES Spyyy > 0
con lo cual 0 = z,, = min {¢,,, 0} de donde ¢,,, > 0, es decir, se satisfacen i) y ii).

(<=) Supongamos ahora que existe (y,),ecyv que verifica i) y ii). Sean ¢ y z los vectores definidos por

Cow = Cow + Yo — Yuw ((va) EE)
Zyw = Min{Cyy, 0} ((v,w) € E)

Entonces (y, z) es una solucién factible del dual. Luego, por el teorema de holgura complementaria, para ver
que z es 6ptimo basta mostrar que (z, s) e (y, z) satisfacen la condicién de holgura complementaria

@) @0 - o (7 )] =0

es decir, satisfacen
wvw[évw - va] =0

Sow-Zow = 0

Si 2, = 0 entonces claramente se satisface la primera ecuacién y, como Z,,, = 0 < gy la condicién ii)
garantiza que G, > 0, de donde z,, = min{¢,,,0} = 0 y por lo tanto también se satisface la segunda
ecuacion.

Si Ty = Uy entonces s,,, = 0 (luego se satisface la segunda ecuacién) y como vale Xy = Uy > 0, por la
condicién i) resulta que ¢, < 0, de donde z,, = min {€,.,,0} = Ty y por lo tanto también se satisface la
primera ecuacion.

Por ltimo, si 0 < @y < Uy, entonces por i) y ii) resulta que €,,, = 0 con lo cual z,, = Min{¢,,,0} =0y
por lo tanto también en este caso se satisfacen ambas ecuaciones.

Ahora supongamos que u,,, = 0o para algunos (v, w) € E.
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Sea L = {(v,w) € E / uyyw = 00}. Entonces las condiciones 2, < iy en (1) son superfluas para (v, w) € £

y no tiene sentido agregar variables de holgura para ellas. En este caso (1) es equivalente a

min cz

—Ax=-5>
z <u (eec E-1L)
x >0

Sea n = #E y sea k = #(E — L). Ahora, agregando una variable de holgura para cada una de las k
condiciones z, < u. (e € FE — L), es decir, reemplazando cada una de estas condiciones por la igualdad
Te + Se = Ue, €l problema es equivalente a

G-

donde I’ tiene una fila por cada rama e € E — £, una columna por cada rama e € E y es la matriz que
resulta de eliminar en I las filas correspondientes a las ramas e € £ (donde I es la matriz identidad que
tiene una fila y una columna por cada rama e € E), el vector u' resulta de eliminar en u las coordenadas u,
(e € £) y la matriz I}, es la matriz identidad que tiene una fila y una columna por cada rama de capacidad
finita, es decir, por cada una de las k ramas de E — L.

Por ejemplo, si el grafo es

1
°
2
e3 °
4e €1 ©2 e,
X.
3 e, >®5

y €1, €3, 5 y eg son las ramas de capacidad finita (es decir, £ = {es, e4}) entonces agregando una variable
de holgura para cada rama e ¢ L el problema puede plantearse en la forma

6
min Z Ce;Tey +0.5¢; +0.5¢, +0.5¢., + 0.5,

=1
1 0 1 0 0 0 z by
0 -1 0 0 1 0 e by
=1 1 o 1 o 1 e | = | by
0 0 -1 -1 0 0 Tea by
0O 0 0 0 -1 -1 Tes bs
IeG

Tey T Sey = Uey
Tey + Sey = Uey
Tey T Ses = Ues
Teg T Seg = Ueg
Te >0 (e € E)
S¢ >0 (e€E—L)
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lo que puede escribirse

6
min Z Ce;Tey + 0.5¢, +0.50,+0.5¢, + 0.5¢,
i=1

| 0 0 0 O b
0o 1 0 0 -1 0 | 0 0 0 0 Te, s
1 -1 0 -1 0 -1 ] 0 0 0 0 Te L
0O 0 1 1 0 0 | 0 0 0 0 Te, 763
O 0 0 0 1 1 | 0 0 0 0 xe5__b4
N Ay ) IFON Bl I
1 0 0 0 0 0 | 1 0 0 0 Ses Zel
0 0 1 0 0 0 | 0 1 0 O Ses u53
o 0 0 O 1 0O | 0 0 1 0 Ses ues‘
o 0 0 0 O 1 ] 0 0 0 1 Seq eo
Zze >0 (e€ E)
S5¢ >0 (e€e E-L)
es decir,
min (¢, 0).(z, s)
-A 0 x\ (b
I I s )\
(z,5) >0
donde
1 0 1 o 0 0
0 -1 0 O 1 0
A= -1 1 0 1 0 1
o 0 -1 -1 0 O
o 0 o0 0 -1 -1
es la matriz de incidencia vértice-rama de G,
10 0 0 00
ja 001 00O
0 00010
0 000 01
es la matriz que se obtiene eliminando en la matriz identidad que tiene una fila y una columna por cada
rama de G
10 0 0 0O
01 0000
j 001 00O
o 00 100
000010
0 000 01

la segunda y la cuarta fila, es decir, las filas correspondientes a las ramas de capacidad infinita, que en este
caso son ez y eq, I, = Iy es la matriz identidad y u' = (ue,, Ueg, Ues, Ueg)-

Ahora la variable del dual (y,2) es tal que y tiene una coordenada por cada vértice de G y z tiene una
coordenada por cada rama de E — L y las restricciones del dual son
Yo + Yw + Zow < Cow (('U,'ZU) S E*,C)
Yo T Yu < Cow ((v,w) € L)
Zow <0 ((v,w)e E—-L)
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es decir,
Zyw < min {6vw70} ((v,w) SRS ‘C)

Cow 20 ((v,w) € L)
donde Cyyy = Cyop + Yo — Uy y vale

Si (y,z) es una solucién 6ptima del dual entonces z,,, = min{¢,,,0} para toda rama (v,w) € E— Ly
Cyw > 0 para toda rama (v, w) € L.

(=) Supongamos que x es una solucién éptima de (1) y, para cada e € E — L, sea s, = u, — z.. Entonces
(z,s) es 6ptimo de (P’). Si (y, 2) es una solucién 6ptima del dual entonces se verifican las condiciones de
holgura complementaria, que en este caso son
ZTow [Cow — 2ow] =0 ((v,w) € E— L)

Typw-Cow = 0 ((an) € ’C)

Spw-2vw =0 ((v,w) € E—=L)
Verifiquemos que esto implica que valen las condiciones i) y ii):
i) si Zyw > 0 entonces €,y < 0 (para (v,w) € E — L la demostracién es la misma que en el caso en que todas
las capacidades eran finitas y para (v, w) € L vale porque de la segunda ecuacién resulta que ¢,,, = 0).

il) Si Ty < Uyy entonces Gy, > 0 (para (v,w) € L vale ya que (y, z) es una solucién factible del dual cuyas

restricciones son
Zow < Min{Cyy, 0} ((v,w) € E— L)

Cow =20 ((v,w) €L)
y para (v,w) € E — L la demostracién es igual que en el caso u < 00).

(«<=) Supongamos ahora que existe (y,),ey que verifica i) y ii). Sean ¢ y z los vectores definidos por

Cow = Cow T Yo — Yu ((an) EE)
Zyw = Min{Cyy, 0} ((v,w) e E—=L)
Luego (y, z) es una solucién factible del dual (ya que si (v,w) € L entonces Xy, < Uy, de donde Gy > 0).
Entonces, por el teorema de holgura complementaria, para ver que x es éptimo basta mostrar que (z,s) e
(y, z) satisfacen las condiciones de holgura complementaria
Zow|[Cow — 2ow] =0 ((v,w) € E— L)
Tow-Cow =0 ((v,w) € L)
Sow-zow =0 ((v,w) € E— L)
La validez de la primera y tercera ecuacién se prueba de la misma manera que en el caso u < oco.
Para la segunda basta ver que si &, > 0, con (v,w) € L, entonces Gy = 0: 8i T4y, > 0 entonces, por i), se

tiene que Ty < 0y como (v, w) € L entonces ty, = 0o de donde 2y, < Uyy. Luego, por ii), Gy > 0. Por
lo tanto, ¢, = 0. o

3. Un algoritmo en el caso general.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido tal que cada rama e € E tiene asignado un costo ¢, y una capacidad ue.
Sea b = (by)yev un vector tal que Z b, = 0 y consideremos el problema

min c.x
z(v,V)—z(V,v)=0b, YveV
0<z.<wu. VecFE
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Sea x un flujo factible en G y sean v,w € V dos vértices cualesquiera.

Si P es un camino en G de v a w (no necesariamente dirigido) diremos que una rama e € P es directa si al
recorrer P en la direccién de v hacia w pasamos por la cola de e antes que por la punta y diremos que e € P
es inversa si al recorrer P de v hacia w pasamos por la punta de e antes que por la cola.

Dado un camino P en G de v a w diremos que P es un camino aumentativo si

Te <Ue Vee€Pdirecta y 0<z, Veé€ P inversa

Ademas, definimos el costo de P en la forma

c(P) = Z Ce — Z Ce

e€P / e€P/
edirecta einversa
Observacién 3.1. Sea P un camino aumentativo de v a w y sea § un numero real positivo tal que
d < min{u, —z. /e € P directa} y § < min{z. /e € P inversa}. Sea 2’ = (z.) el nuevo flujo obtenido
sumando ¢ a cada z. tal que e € P es directa y restando § a cada x. tal que e € P es inversa, es decir,
Te+0 sie€ P es directa
T, =4 T — 0 sie€&P esinversa

Te sie¢ P

Entonces z’ verifica 0 < 2, < u, paratodoe € E'y

/:ZCeI;:ZCeze+ Z Ie+5) Z Ce(-fe_(s):

~

eCE edP eeP/ ceP/
edirecta einversa
= E CeTe + 0 E Ce — g ce | = cx+6.c(P)
ecFE eeP / eeP /

edirecta einversa

Si ademds P es un circuito, entonces también vale que z'(v,V) — 2/(V,v) = b, Vv € V. Por lo tanto, si P
es un circuito aumentativo de costo negativo entonces el nuevo flujo z’ es factible y verifica c.z’ < c.z. Esto
muestra que si x es un flujo 6ptimo en G entonces G no contiene circuitos aumentativos de costo negativo.

Mostraremos ahora que vale la reciproca. Para ello construimos, a partir de G y z, un nuevo grafo G(z)
llamado el grafo residual, donde cada rama tiene asignado un costo. Los vértices del grafo residual son los
vértices de G y las ramas y sus respectivos costos estan definidos en la forma:

a) para cada rama (v,w) de G tal que X4y < Uyy creamos una rama (v, w) en G(x) con costo ¢, = Cyw-
b) para cada rama (v, w) de G tal que 2, > 0 creamos una rama (w,v) en G(z) con costo ¢, = —Cyy.
Es decir, para cada (v,w) € E tal que x,, = 0, como en este caso vale Ty = 0 < Uy, Creamos una rama
direccién v — w en G(x) con costo ¢, = Cyw, para cada (v,w) € E tal que Ty = Uyy, COMO en este caso
Zypw = Uyy > 0, creamos una rama direccién w — v en G(x) con costo ¢}, = —¢yy ¥y para cada (v,w) € E
tal que 0 < Zyy < Uyy creamos dos ramas en G(z), una con direccién v — w con costo ¢, = ¢y ¥ Otra

con direccién w — v y costo ¢, = —Cyp-

T
.

Ejemplo 3.2. Sea G el grafo




Flujo de minimo costo 143

Para cada rama (i, ) de G denotemos por u;; a su capacidad y por ¢;; a su costo. Supongamos que x es un
flujo en G que satisface 0 < x12 < U12, Taz = U2z, T13 = 0, T2 = Us2, 0 < Ty3 < U4z, T4 = Ug1, T15 =0y

254 = 0 Entonces el grafo residual G(x), donde en cada rama hemos indicado su costo, serd
2

5 Csy 4
De esta manera queda definida una funcién
¥ : { circuitos aumentativos en G } — { circuitos dirigidos en G(z) }

tal que ¢(P) = ¢(¢¥(P)) para todo circuito aumentativo P de G. Por razones de claridad, no definiremos
formalmente esta funcién sino que la mostraremos en los dos siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.3. En el grafo del ejemplo 3.2., si P es el circuito aumentativo indicado con trazo grueso

54

Veamos que los costos de estos circuitos coinciden: ¢(P) = cq3 — a3 — c12 — ca1 = ¢(¥(P)).

Ejemplo 3.4. Si ahora consideramos el circuito aumentativo C indicado con trazo grueso
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es decir, el circuito 5 — 4 — 3 «— 2 «—— 1 — 5 entonces ¥(C) es el circuito dirigido en G(x)

Veamos que ¢(C) = ¢(¥(C)). En efecto, ¢(C) = cpq + ca3 — caz — c12 + c15 = c(¢(C)).

Observaciéon 3.5. La funcién 1 aplica biyectivamente el conjunto de circuitos aumentativos de costo
negativo en G en el conjunto de circuitos dirigidos de costo negativo en G(z). Por lo tanto, existe un circuito
aumentativo de costo negativo en G si y sélo si existe un circuito dirigido de costo negativo en G(x).

Teorema 3.6. Una solucion factible z es éptima si y solo si no existe un circuito aumentativo de costo
negativo en G.

Demostracién: (=) resulta de la observacién 3.1.

(«<=) Si no existe un circuito aumentativo de costo negativo en G entonces, por la observacién 3.5., no existe
un circuito dirigido de costo negativo en G(z) . Creamos un nuevo grafo G agregando a G(x) un vértice s
y ramas (s,v) para cada vértice v de G(x) con costo ¢}, = 0. Para cada v, sea y, el costo de un camino
dirigido 6ptimo en G de s a v. Observemos que como (s,v) es una rama de G entonces siempre existe al
menos un camino dirigido de s a v y como G no contiene ciclos dirigidos de costo negativo entonces siempre
existe un camino éptimo a v. Para ver que z es éptimo, basta ver que (y,) satisface las condiciones i) y ii)

del teorema 2.1.

Validez de i): si @y, > 0 entonces (w,v) es una rama de G(x) (y por lo tanto de G) de costo ), = —Cye-

Luego, el camino dirigido éptimo de s a w seguido de la rama (w,v) es un camino dirigido en G de s a v de

/
wv

costo Yy, + ¢, v por lo tanto debe ser y, < Yy + €y = Y — Cow, de donde ¢y + Yy — Yo < 0.

Validez de ii): si Zyy < Uy entonces (v, w) es una rama de G(z) (y por lo tanto de G) de costo ¢, = Cyep-

Luego, el camino dirigido éptimo de s a v seguido de la rama (v, w) es un camino dirigido en G de s a w de

/
vw

costo y, + ¢, ¥ por lo tanto debe ser ¥y, < yy + ¢y = Yo + Cow, de donde cyyy + Yy — Yo > 0. O

Descripcion del algoritmo.

1. Encontrar una solucién factible z. Si no existe, STOP (en tal caso el problema no tiene solucién).

2. Encontrar un circuito aumentativo P de costo negativo en G. Si no existe, STOP (en tal caso la presente
solucién z es 6ptima).

3. Calcular § = min {min{u. — z. /e € P directa}, min{z. /e € P inversa}} y actualizar  sumando § a
cada x. tal que e € P es directa y restando § a cada z. tal que e € P es inversa.

4. GOTO 2

Observacion 3.7. Para encontrar una solucién factible & basta resolver el problema de transshipment

z(v,V)—z(V,v)=0b, YveV
0<z.<u., VeeFE
que estudiamos en el capitulo 3 y para encontrar un circuito aumentativo de costo negativo en G basta

encontrar un circuito dirigido de costo negativo en G(z) (lo cual puede hacerse utilizando el algoritmo
descripto en la seccién 9 del capitulo 2) y luego tomar su imagen inversa por 1.
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4. Eliminacion de la cota superior.

El problema de hallar un flujo de minimo costo en un grafo G = (V, E)

min E CeTe

eclE
z(v,V)—z(V,o)=b, YWweV
0<z.<u. VeeFE

puede escribirse en la forma

min c.x
Az =0
0<z <u

donde A es la matriz de incidencia vértice rama del grafo G = (V, E).

Sean £ = {(v,w) € E /Uy = 0}, m =#V,n=#E y k= #(E — L). Entonces podemos eliminar la cota
superior u introduciendo variables de holgura, es decir reemplazando, para cada e € E — L, la condicién
T < ue por la igualdad . + s = u. y la condicién s, > 0. Luego, el problema dado es equivalente a

¢ 0

donde I’ es la matriz que resulta de eliminar en la matriz identidad que tiene una fila y una columna por
cada rama e € F aquellas filas correspondientes a las ramas e € L, el vector v’ resulta de eliminar en u las
coordenadas u, (e € £) y la matriz I, es la matriz identidad que tiene una fila y una columna por cada rama

. . . . (A 0

de capacidad finita, es decir, por cada rama e € E — L. Pero ahora la nueva matriz 1, ) Do esuna
k

matriz de incidencia vértice-rama y la suma de las coordenadas del vector (b, u’) no tiene porqué ser nula.

Veamos c6mo encontrar un sistema A’. (s) = b que sea equivalente a

() ()= ()

y donde la matriz A’ sea una matriz de incidencia vértice rama y la suma de las coordenadas del vector b’
sea cero.

A
I/
m + k filas (una para cada v € V' y una para cada e € E — L).

La matriz D = IO ) posee n + k columnas (una para cada e € F y una para cada e € F — L) y posee
k

Examinemos los coeficientes de esta matriz en cada columna. Supongamos que la columna es una de las n
primeras y que e = (v,w) € F es la correspondiente rama . Si e ¢ £ entonces los tnicos coeficientes no nulos
en esa columna son los que corresponden a las filas v, w y e = (v, w), que son 1, -1 y 1 respectivamente (es
decir, dye = 1, dye = —1, dee = 1y d;e = 0 para i # v, w,e) y si e € L entonces los unicos coeficientes no
nulos en esa columna son los que corresponden a las filas v y w, que son 1 y -1 respectivamente (es decir,
dye = 1, dye = —1 y dje = 0 para i # v, w). Si, en cambio, la columna es una de las k ultimas, entonces
corresponde a una rama e € E — L y en ese caso el tnico coeficiente no nulo en esa columna es el que
corresponde a la fila e que vale 1 (es decir, dee =1 y d;je = 0 para i # e).
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0 |

Haciendo en la matriz ampliada del sistema ( oI |
k

3,) la transformacién de filas

F,=F,+ Y F
ceE—L/
weslapuntadee
para cada u € V que sea la punta de una rama en E — L y F/ = —F, para cada e € E — L se obtiene una
matriz (A’ | b)) donde A’ tiene en cada columna un 1y un -1 y los restantes coeficientes nulos y la suma de las
coordenadas de ' es igual a la suma de las coordenadas de b y por lo tanto es cero. En efecto, examinemos
ahora los coeficientes de A’ en cada columna.

Afirmacioén:

i) Si la columna es una de las n primeras y que e = (v,w) € E es la correspondiente rama.

a) Si e ¢ L entonces los tnicos coeficientes no nulos en esa columna son los que corresponden a las filas v y
e = (v,w), que son 1 y -1 respectivamente.

b) Si e € L entonces los tinicos coeficientes no nulos en esa columna son los que corresponden a las filas v y
w, que son 1 y -1 respectivamente.

ii) Si la columna es una de las k ultimas y e = (v,w) € E — L es la correspondiente rama entonces los
unicos coeficientes no nulos en esa columna son los que corresponden a las filas w y e = (v, w) que son 1y
-1 respectivamente.

Demostracion:
i) a) Como dy. =1, dye = —1, dee = 1y d;e = 0 para i # v, w, e y la transformacion de filas es
F/ = F, + Z F.
e'eE—L/
weslapuntadee’
para cada u € V que sea la punta de una rama en E — Ly F., = —F,/ para cada ¢’ € E — L, entonces

det S dee sicV,ituw
eleE—L/
ieslapuntadee’

e =\ dye + E dere Sit=w
e'€eE—L/
w esla punta de e’

—d;e siie BE—L

die+0 siieV,i#tw
{dwe—i—l sit=w
—dje siie E—-L

siteV,i=w
siieV,i#vw
siteV,i=w
site E—L,i#e
-1 siteE—-L,i=¢

Il
co o

Dejamos como tarea al lector la demostracién de i) b) y ii). o

Ahora examinemos la columna b’. Para cada w € V, la fila w de b’ es

by + Z Uy Sl w es la punta de alguna rama en £ — L

buw si no
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y para cada e = (v,w) € E — L la coordenada e de b’ es —u,,, Luego,

db,+ > b, =
w (v,w)eE—-L

_Zb Y Y wwt Y =

w v/(v,w)EE—-L (v,w)eE-L

= Z by + Z Uy + Z —Uypw =

(v,w)eEE—-L (v,w)EE-L

= by=0

Luego, el problema de hallar un flujo de minimo costo en G es equivalente a

min (¢, 0).(z, s)

-

donde A’ es una matriz de incidencia vértice-rama y la suma de las coordenadas de b es cero.

Si consideramos el grafo G’ que se obtiene de G agregando un vértice e por cada rama de capacidad finita e
de G y reemplazando en G cada rama de capacidad finita e = (v, w) por dos ramas, una rama (v,e) y otra
rama (w, e) resulta que, ordenando convenientemente los vértices y las ramas de G’, la matriz de incidencia
vértice-rama de G’ es la matriz A’.

Si a cada rama e de G’ tal que e era una rama de G de capacidad infinita le asignamos costo c., capacidad
infinita y denotamos por z,. su flujo, a cada rama (v,e) de G’ tal que v es la cola de e le asignamos costo
¢e, capacidad infinita y denotamos por z. su flujo y a cada rama (v,e) de G’ tal que v es la punta de e le
asignamos costo cero, capacidad infinita y denotamos por s, a su flujo entonces tomando al vector b’ como
vector de oferta-demanda de los vértices de G’ (que tiene una coordenada por cada vértice de Gy por cada
rama de G de capacidad finita, es decir, una coordenada por cada vértice de G'), el problema resulta ser el
problema de hallar un flujo de minimo costo en G’. Si (x, s) es un flujo de minimo costo en G’ entonces z
es un flujo de minimo costo en G.

Observacién 4.1. El grafo G es conexo si y sélo si el grafo G’ lo es.

Ejemplo 4.2 Consideremos el grafo

1
[ ]
2
e 3 °
e
49 ! ©s e,
X )4
3 e, > 05
cuya matriz de incidencia vértice-rama es
1 0 1 0 0 0
0 -1 0 0 1 0
A=1] -1 1 0 1 0 1
0 0o -1 1 0 0
0 0 0 0o -1 -1
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y supongamos que ej, €3, €5 y € son las ramas de capacidad finita, es decir, £ = {ea, e4}.
Entonces, agregando una variable de holgura para cada rama e ¢ L, el problema puede plantearse en la
forma

6
min Z Ce;Te; +0.5¢, +0.5¢, + 0.5, + 0.5¢,

i=1
1 0 1 0 0 0 T by
0o -1 0 0 1 0 xe"‘ b
-1 1 0 1 0 1 ;3 = | bs
o 0 -1 -1 0 O 3364 by
o 0 o0 0 -1 -1 ©s bs
Teg
(Eel + 861 - uel
‘T€3 + 563 - u€3
Leg + Ses = Ues
Teg T Seg = Ueg
e >0(e €E)yse>0(ee E—-L)
lo que puede escribirse
6
min Z Ce;Te; + 0.5¢; +0.5¢; +0.50, + 0.5¢,
i=1
1 0 1 0 0 0 0000 e by
0o -1 0 0 1 0 0 0 0 O ;2 ba
-1 1 0 1 0 1 0 0 0 O ;3 bs
o 0 -1 -1 0 0 OO0 0O ;“ by
o o0 o0 o0 -1 -1 0 0 0O xes =1 b5
1 0o 0O o 0 0 1 000 866 Ue,
0 0 1 0 0O 0 01 00 sel Uey
o 0 0 O 1 0 00 1 0 863 Ues
o 0 0 0 O 1 0 0 0 1 ©s Ueg
Seq
ze>0(e€E)yse>0(ee E-L)
Haciendo la transformacién de filas
F! = F, + Z F,
ecE—-L/
weslapunta dee
para cada u € V' que sea la punta de una rama en £ — Ly
F/ =-F,
para cada e € E — L en la matriz ampliada del sistema
1 0 1 0 0 0 00 O0O0 | un
0O -1 0 0 1 0 00 0 0 | b
-1 1 0 1 0 1 00 0 0 | bs
0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 | bg
0o 0 0 0 -1 -1 000 0 | b5
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 | ue
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 | ue
0o 0 0 O 1 0 0 0 1 0 | wu
o 0 0 0 O 1 0 0 0 1 | ‘e
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se obtiene la matriz

1 o 1 0 0 O 0 O 0 0 | by

0O -1 0 0 1 0 0 0 0 0 | b

0o 1 0 1 0 1 1 0 0 0 |  by+ue

0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 |  byi+ue

Ay=]10 0 0 0 0 0 0 0 1 1 | bs+te +ue

-1 0 0 0 0O O -1 0 0 0 | e,

0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 | U,

0o 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 | e,

0o 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 | U,

Luego el problema dado para el grafo G resulta equivalente a
6
min Z Ce;Tey T 0.5¢, +0.5¢,40.5¢, + 0.5¢,
=1
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 Teu by
0O -1 0 0 1 0 0 0 0 0 ez b
o 1 0 1 0 1 1 0 0 0 Ve bs + e,
0O 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 e by + Ue,
o 0 0 0 0 0 0 0 1 1 i = | b5 + e, + e,
-1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 o Ue,
0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 - e,
0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 es e,
o 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 Z =
€6

que puede pensarse como un problema de flujo de minimo costo en el grafo G’, donde ninguna rama tiene
restricciones de capacidad

4./ Sy '\.65
|

3 ——>e<«—®5
6

y donde el vector de oferta-demanda de los vértices de G’ es el vector
b/ - (bla b2a b3 + uel ’ b4 + u637 b5 + ueg, + u657 _uely _u637 _ueg,) _uea)

En efecto, basta tomar para los vértices de G’ el orden 1,2,3,4,5,e1,e3,e5,66 y para las ramas el orden
(1,e1),e9,(1,e3),e4,(2,e5),(3,e6), (3,e1),(4,e3), (5,e5), (5,es) (con lo cual A’ resulta la matriz de incidencia
vértice rama de G’) y llamar x., al flujo de la rama (1, 1), z., al flujo de la rama es, z., al flujo de la rama
(1,e3), ze, al flujo de la rama ey, z., al flujo de la rama (2, e5), x, al flujo de la rama (3, e5), s, al flujo de
la rama (3,e1), Se, al flujo de la rama (4, e3), s¢; al flujo de la rama (5,e5) y Se, al flujo de la rama (5, eg).
En este caso el grafo G es conexo y por lo tanto el grafo G’ también lo es.



150 Optimizacién Combinatoria

5. El método “simplex” para un grafo conexo.

Veremos ahora otro algoritmo para resolver el problema del flujo de minimo costo que puede aplicarse en el
caso en que el grafo G es conexo. Este algoritmo es similar al algoritmo simplex que vimos en el capitulo 1.
El papel que antes jugaban las soluciones bésicas factibles lo jugardn ahora las tree solutions (ver definicién
5.1. mads abajo) y el que jugaba el correspondiente vector (i1,...,4,) lo jugard un spanning tree de G.
Notemos que cuando E es conexo entonces existe algin spanning tree de G' (ver capitulo 2).

Por lo visto en la seccién anterior y teniendo en cuenta la observacién 4.1., podemos suponer que las ramas
no tienen restricciones de capacidad.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido y conexo donde cada vértice v tiene asignado un numero real b, y cada
rama e € E tiene asignado un costo c.. Supondremos que va = 0. Describiremos un algoritmo que

v
resuelve el problema de programacion lineal en forma standard

min c.x
z(v,V) —xz(V,v)=b, YveV (2)
T, >0 Vee FE

Definicién 5.1. Diremos que x es una tree solution si es una solucién factible de (2) y existe un spanning
tree T' de G tal que z, = 0 para todoe€ E /e ¢ T.

Como dijimos antes, las tree solutions jugardn un papel similar al de las soluciones bésicas factibles (ver
definiciones 3.5. y 3.12., capitulo 1). Notemos que si x es una tree solution y 7' es un spanning tree tal
que z, = 0 para e ¢ T, podria ocurrir que z. = 0 para algin e € T. En este caso diremos que z es una
tree solution degenerada. Las tree solutions degeneradas son el analogo a las soluciones bésicas factibles
degeneradas (ver definicién 3.9 del capitulo 1).

El siguiente resultado es el andlogo al teorema fundamental de la programacién lineal (ver teorema 3.13,
capitulo 1).

Teorema 5.2. Se verifican
i) Si (2) tiene una solucién factible entonces tiene una tree solution.
ii) Si (2) tiene una solucién dptima entonces tiene una tree solution que es 6ptima.

Demostracién: i) Sea z una solucién factible de (2).

Si x no es una tree solution entonces E' = {e € E / x, > 0} contiene por lo menos un ciclo. En efecto, si x no
es una tree solution y E’ no contiene ciclos, entonce (V, E’) es aciclico pero no puede ser un spanning tree de
G. Luego debe ser disconexo. Entonces podemos agregarle ramas de manera que siga siendo aciclico hasta
obtener un spanning tree T' de G. Observando que z. = 0 para cada una de las ramas e que no pertenecen
a T (ya que toda rama de E’ es una rama de T') resulta que T es un spanning tree de G que satisface z. = 0
Ve ¢ T. Pero esto no puede ocurrir ya que x no era una tree solution. Luego E’ contiene al menos un ciclo
C.

Sea 6 = min{z. /e € C} y sea eg tal que ., = 6. Luego § > 0y, como no hay restricciones de capacidad,
restando ¢ al flujo de las ramas de C que tienen la misma direcciéon que ey y sumando 0 al flujo de las ramas
de C que tienen direccién contraria a ey obtenemos una nueva solucién factible 2’ que satisface z, = 0.
Ademds, como x, = x. para toda rama e ¢ C y C estd contenido en E’ entonces z, = 0 Ve ¢ E’. Luego
{e € E /. > 0} es un subconjunto de E’ y por lo tanto todo ciclo contenido en él es un ciclo contenido en
E’. Como ademds ey ¢ {e € E /z, > 0} entonces C no es un ciclo contenido en {e € E /z, > 0}.

En resumen, a partir de z hemos construido una solucién factible z’ tal que {e € E /x. > 0} contiene por
lo menos un ciclo menos que {e € E /z, > 0}. Iterando este procedimiento, en un ntmero finito de pasos
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obtendremos una solucién factible T tal que {e € E /Z. > 0} no contenga ciclos y por lo tanto T serd una
tree solution.

ii) Ahora supongamos que z es una solucién Gptima de (2).

Si 2 no es una tree solution entonces {¢ € F /x. > 0} contiene un ciclo C. Como x es éptimo el costo
de C debe ser cero. En efecto, si C tuviese costo no nulo entonces, al no haber restricciones de capacidad,
recorriendo C en alguna de las dos direcciones tendriamos un circuito aumentativo de costo negativo, lo que
contradice la optimalidad de z (ver observacién 3.1.). Luego, procediendo como en i) podemos encontrar
una solucién factible z’ tal que {e € E /z, > 0} contiene por lo menos un ciclo menos que {e € E /z. > 0}
y como ¢(C) = 0 entonces cx = ca’, es decir, 2’ es también una solucién éptima de (2). Iterando este
procedimiento un ndmero finito de veces obtendremos una tree solution éptima. o

Fijemos un vértice s en G al que llamaremos raiz. Dado un spanning tree 7' de G, si h es una rama de T
denotaremos por R(T,h) al conjunto formado por la raiz s y todos aquellos vértices v de G distintos de s
tales que el Unico camino en T de s a v no contiene a la rama h. Notemos que s € R(T, h).

Lema 5.3. Si v y w son vértices de G y h = (p,q) es una rama de T entonces

{(v,w) €T /v e R(T,h), w¢ R(T,h)} = {q{)h} 2122?22523
y
{(w,v) €T /veR(T,h), we R(T,h)} = {q{)h} iiiiﬁg’éi

Demostracién: Probemos la primera iguladad. Siv € R(T,h), w ¢ R(T,h) y (v,w) € T, entonces el tinico
camino en T de s a v no contiene a h y el inico camino en 7" de s a w si. Luego, el Uinico camino en T de s
a v no puede pasar por w y como (v,w) € T agregéndole la rama (v, w) se obtiene un camino en T de s a
w. Por unicidad, ese debe ser el inico camino en T de s a w y como ese camino contiene a h y el camino de
s a v no, entonces debe ser h = (v, w).

Luego, {(v,w) € T /v € R(T,h), w ¢ R(T,h)} C {h} y vale la otra inclusién si y sélo si p € R(T,h) y
a ¢ R(T,h).

Luego el resultado se sigue observando que

peR(T,h)yq¢ R(T,h) <= pe R(T,h)

En efecto, si p € R(T,h) entonces el uinico camino en 7' de s a p no contiene a h. Luego, agregando a ese
camino la rama h € T se obtiene el inico camino en T' de s a ¢q. Luego el camino en 7T de s a ¢ contiene a h
y por lo tanto ¢ ¢ R(T, h).

La segunda igualdad, que dejamos a cargo del lector, se prueba de manera andloga. o

Proposicién 5.4. Sea x una tree solution y sea T' un spanning tree de G tal que z, = 0 Ve ¢ T. Entonces
x queda determinada por 7.

Demostraciéon: Como z. = 0Ve ¢ T, para conocer x basta conocer xy, paracadah € T. Sea h = (p,q) € T.

Entonces
> b, sipeR(Th)
vER(T,h)
Tp =
- Y by, sip¢R(T,h)
vER(T,h)

En efecto, como x, =0 para e ¢ T

bv = Z Tyw — Z LTy =

w/(v,w)EE w/(w,w)EE

= E Tyw — E Tww

w / (v,w)eT w /[ (w,w)eT
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Luego,

>

vER(T,h)

>

vER(T,h)

=2 )

vER(T,h) wER(T,h) /
(v,w)€T

DS

vER(T,h) wER(T.h) /
(w,v)eT

=2

vER(T,h) wgR(T,h) /

(v,w)eT
vER(T,h), wg R(T,h) /
(v,w)eT
Ahora, usando el lema 5.3. se tiene que
§ bv = § Toyw —

vER(T,h) VER(T.h), wi R(T,h) /

(v,w)eT

>

w / (v,w)eT

veR(T,h), w¢R(T,h) /
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LTyw — § Lwo | =
w /[ (w,w)eT
Toyw + § § Tyw—
vER(T,h) w&R(T,h)/
(v,w)eT
Lo — E E Ly =
VER(T,h) wgR(T.h)/
(w,v)eT
Toyw — E E Loy =
VER(T,h) wiR(T.h)/
(w,v)ET
Lyw — Tawv
vER(T,h), wgR(T,h) /
(w,v)eT
Z I sipe R(T,h)
we —xzp, sip ¢ R(T,h)

(w,v)eT

como queriamos probar. o
Corolario 5.5 Existen finitas tree solutions de G.

Sea z una tree solution y sea T' un spanning tree de G tal que z, = 0 para todo e ¢ T. Para cada v € V,
v # s, denotemos por y, al costo del tinico camino en T de s a v, y sea ys = 0.

Observacién 5.6. Dados dos vértices v y w de G, si P es el inico camino en T de v a w entonces el inico
camino en 7' de w a v es el que resulta de recorrer P en sentido contrario. Denotaremos por —P a este
camino. Luego, las ramas de P que son directas son las ramas de —P que son inversas y las ramas de P que
son inversas son las ramas de —P que son directas, de donde se tiene que ¢(—P) = —c(P). Por ejemplo, si

T es
2 3 s
. °< o8
e, e e
/ / ° 7
le 4
‘}.\ 4 o5
6 e, e,

el unico camino P de 2 a 5 es (e, ea,¢e4, €5,¢e7). En este camino las ramas e4 y e7 son directas y las ramas
€1, e2 y es son inversas. Luego, el tinico camino —P en T de 5 a 2 es el camino (e7, es5, e4, €2, €1) cuyas ramas
directas son e1, es y e5 y cuyas ramas inversas son e y er.

Observacién 5.7. Si v y w son dos vértices de G entonces el costo del tinico camino P en T de v a w es

Yuw — Yu- Em efecto, esto es claro si v = s 0 w = s ya que ys = 0 por definicién. Supongamos entonces que
v,w # s y sea C el inico camino en T de s a v. Entonces y, = ¢(C).

Si la situacion es
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entonces P es igual a —C seguido del tnico camino de s a w. En este caso ¢(P) = —yy + Y-

Si en cambio tenemos la situacién

Se’

w 'y
entonces el dnico camino de s a w es C seguido de P. Luego, y,, = ¢(C) + ¢(P) = y, + ¢(P) y por lo tanto
¢(P) = Yuw — Yo Por ultimo, si la situacién es

oV
Se- ,

entonces el Unico camino de s a w seguido de —P es un camino de s a v y por lo tanto debe ser el camino
C. Luego debe ser y,, + ¢(—P) = ¢(C) = y,, es decir, y,, — ¢(P) = y, y por lo tanto también en este caso
(P) = Yuw — Yo-

Recordemos que si (y,)yecy verifica las condiciones del teorema 2.1 entonces x es una solucién éptima del
problema. Como en este caso no hay restricciones de capacidad, es decir, u. = oo para todo e € E, entonces
T, < ue Ve € E. Luego las condiciones resultan ser

1) Zypw >0 = Cpuw + Yo — Y <0

ii) Cyw + Yo — Y > 0 para todo (v,w) € E

Proposicién 5.8. Si (y,),ev verifica

") Cyw + Yo — Yo = 0 para todo (v,w) € T

ii") Cpw + Yu — Yw > 0 para todo (v,w) € T

entonces x es 6ptimo.

Demostracion: Veamos que i) y ii’) implican i) y ii). Como z, =0 Ve ¢ T, si x4, > 0 entonces (v,w) € T.
Luego, por i’) ¢yw + Y» — Yw = 0 y por lo tanto vale i).

Veamos ahora que vale ii). Dado (v, w) € E, si (v,w) € T entonces ¢y + Yy —Yuw = 0y si (v,w) ¢ T entonces
Cow + Yo = Yuw = 0. 0

Corolario 5.9. Para todo (v,w) € T se verifica que ¢y + y» — Yy = 0. Por lo tanto, si (y,),ev verifica
Cow + Yp — Y > 0 para todo (v, w) ¢ T entonces x es éptimo.

Demostracién: Sea (v, w) € T. Por la observacién 5.7. el costo del tinico camino en T' de v a w €S Yy, — Yy.
Pero como (v, w) € T este camino debe ser (v,w) cuyo costo es ¢yq,. Luego ¢y = Yuw — Yo = 0 de donde
Cow + Yo — Yuw = 0. Luego, por la proposicién 5.8., si (y,)vey verifica ¢y + Yo — Y > 0 para todo (v, w) ¢ T

resulta que x es 6ptimo. o

Supongamos que para alguna rama (v, w) ¢ T sea Cyw + Yo — Yuw < 0. Entonces el grafo obtenido agregando
a T la rama (v, w) contiene un unico ciclo C.

se /./ \
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Si recorremos este ciclo en el sentido de (v, w) se tiene que su costo es ¢,,,, més el costo del inico camino en
T de w a v, es decir, ¢(C) = ¢y + Yo — Yuw (ver observacién 5.7.) y por lo tanto ¢(C) < 0.

Supongamos que existe al menos una rama inversa en C. Sea 6 = min {z./e € C es inversa}. Entonces § > 0
y sumando ¢ al flujo de las ramas directas y restando ¢ al flujo de las ramas inversas obtenemos un nuevo

: A/+5. /.Y\"'T?.\v/v.
AT
8 +5 o/

o/ \>.

Si eg € C es la rama inversa tal que 0 = x, entonces x,, = ., —d = 0. Si ahora consideramos el spanning
tree T” que resulta de quitarle a T la rama eg y agregarle la rama (v, w) entonces x, = 0 para todo e ¢ T’
(luego, x’ es una tree solution) y, por la observacién 3.1. se tiene que

flujo factible z’.

/

Se

cx' =cx+6.c(C) <cx

Observemos que para cada u # s el costo y,, del dnico camino en 77 de s a u es

Yu siu e R(T, ep)
Yo =8 Yu+ Cow+ Yo —Yw siué R(T,eq) yve R(T,ep)
Yu — (Cow + Yo —Yuw) stiu e R(T,eq) yvé R(T,eo)
En efecto, si u € R(T,eq), como el camino en T de s a u no contiene a la rama ey que vamos a quitar,
entonces este camino sigue siendo un camino de s a u en 7" y por lo tanto y., = y,,. Supongamos ahora que
u ¢ R(T,ep), es decir, el camino en T de s a u contiene a eg. Si v € R(T,eq) entonces la situacion es

S. w

y el camino en 7" de s a u es el camino en T de s a v seguido de la rama (v, w) y seguido del camino en T
de w a u. Luego, el camino en T” de s a u seguido del camino en T de s a u recorrido en sentido inverso es
el ciclo C, de donde y!, — yy, = ¢(C) = Cpw + Yo — Yuw, €s decir, Y, = yu + Cow + Yo — Y-

En cambio, si v ¢ R(T, eg) entonces la situacién es

Se

w

y el camino en T” de s a u es el camino en T' de s a w seguido de la rama (v, w) recorrida en sentido inverso y
seguido del camino en T de v a u. Luego, el camino en T de s a u seguido del camino en T” de s a u recorrido
en sentido inverso es el ciclo C, de donde y,, — y!, = ¢(C) = Cypw + Yo — Y, €8 decir, y!, = yu — (Cow + Yo — Yu)-
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Descripcién del algoritmo.

El algoritmo que describiremos sélo se podra aplicar si conocemos una tree solution inicial y su correspon-
diente spanning tree. Veremos mas adelante cémo encontrar una tree solution inicial que serd lo analogo a
la fase 1 (ver seccién 8 del capitulo 1).

Fijemos un vértice s de G. Sea x una tree solution y sea T' un spanning tree tal que x, = 0 para todo e ¢ T.

1. Para cada v € V, v # s calcular el costo y, del tnico camino en T de s a v, ys = 0.

2. Hallar (v,w) ¢ T tal que cyw + Yo — Y < 0. Si no existe, STOP (en ese caso x es 6ptimo, ver corolario
5.9.).

3. Formar el circuito C agregando a T la rama (v, w). Si recorriendo C en el sentido de (v, w) no hay ramas
inversas STOP (en este caso no existe min cz, ver observacién 5.10.).

4. Calcular 6 = min{z. /e € C es inversa}.

5. Si eg € C es una rama inversa tal que § = z.,, poner

Yu siu € R(T,ep)
Yo =< Yu + Cow + Yo — Yu siu¢ R(T,eq) yve R(T,ep)
Yu — (Cow + Yo —Yw) siu ¢ R(T,e0) y v ¢ R(T,eo)

6. Actualizar x sumando 0 al flujo de las ramas de C con la misma direccién de (v, w) y restando § al flujo de
las ramas con direccién contraria a (v, w). Actualizar T reemplazéndolo por el spanning tree que se obtiene
agregéndole la rama (v, w) y quitdndole la rama eg y actualizar (y,) poniendo y, = y,. GOTO 2.

Observacién 5.10. Si no existe ninguna rama inversa en C entonces cualquiera sea ¢ > 0, si sumamos p al
flujo de todas las ramas de C obtendremos un nuevo flujo factible 2’ tal que cz’ = cz+ pc(C). Como ¢(C) < 0
esto significa que no existe min cx.

Observacién 5.11. Si al comenzar una iteracion la tree solution x presente en ese momento satisface z. > 0
para toda rama inversa e € C (lo que ocurre, por ejemplo, si  es una tree solution no degenerada) entonces
0 > 0. En tal caso, la tree solution z’ presente al comenzar la iteracién siguiente que se obtiene sumando ¢
al flujo z. de las ramas e € C con la misma direccién de (v,w) y restando § al flujo z. de las ramas e con
direccién contraria a (v, w) satisface cx’ = cx + d¢(C) < cx. Si esto ocurriera en cada iteracién, entonces el
algoritmo terminarfa en un nimero finito de pasos ya que la cantidad de tree solutions es finita (ver corolario
5.5.). Pero si en alguna iteracion la tree solution presente x fuese degenerada entonces podria ocurrir que
fuese 6 = 0, y por lo tanto cx = cz’. En este caso el algoritmo podria entrar en un loop. Sin embargo, tal
como ocurre con el simplex, se puede modificar el algoritmo para que esto no ocurra. De esa manera, dado
que hay finitas tree solutions, el algoritmo termina en un nimero finito de pasos. Para mas detalles sobre
este tema ver [Ahuja et al|.

6. La “FASE 1” para un grafo conexo.

Para poder aplicar el algoritmo necesitamos conocer una tree solution inicial y su correspondiente spanning
tree. Esto se logra de la siguiente manera: a partir del grafo G = (V, E) creamos un nuevo grafo G’ agregando
a G un nuevo vértice § que serd la raiz, ramas (v,3) para cada v € V tal que b, > 0 y ramas (5, v) para cada
v € V tal que b, < 0y tomemos bz = 0. A las ramas que hemos agregado las llamaremos ramas artificiales.
A las ramas de e € F les asignamos costo ¢, = 0 y a las ramas e artificiales les asignamos costo ¢, = 1.
Consideremos en G’ el problema de flujo de minimo costo

z(v,VU{s}) —z(VU{5},v)=b, YveVU{s} (3)
x>0
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Observacién 6.1. El flujo 2’ definido por

by sib, >0ye=(v,3)
T, =14 —b, sib, <0ye=(5v)
0 siee &

es una tree solution para G’. El correspondiente spanning tree es 7/ = (V' E’), donde V' = VU {5} y
E' ={(v,3) /b, >0} U{(5,v) /b, <0}, ya que

b, — 0 ="b, Siv#Syb, >0

(0, VU{E}) -2 (VU{shv) = 0—(=by)=b, v#5yb, <0

y x,, = 0 para todo e ¢ T".
Luego, siempre podemos resolver (3) aplicando el algoritmo, utilizando la solucién inicial 2’ y el correspon-
diente spanning tree 7. Tal como ocurre en la fase 1 del algoritmo simplex visto en el capitulo 1, la fase
1 de este algoritmo consiste en resolver (3) para hallar una tree solution inicial que nos permita aplicar el
algoritmo para resolver (2).

Proposicién 6.2. Se verifican

a) si (2) tiene alguna solucién factible entonces (3) tiene una solucién éptima T que verifica ¢'Z = 0 (y, por
lo tanto, en cualquier solucién 6ptima el valor del funcional serd cero).

b) Si T es una tree solution éptima de (3) con spanning tree 7", que verifica ¢'T = 0 entonces el flujo =
definido por z. = T, para cada e € E es una tree solution para GG. El correspondiente spanning tree T se
obtiene de T” de la siguiente manera:

Sea H el grafo que se obtiene eliminando en T todas las ramas artificiales que contenga y el vértice 3.
Elegirv eV

A= {v}

Aplicar un algoritmo search para hallar todos los vértices w tales que existe un camino en H de v a w.
A=AU{w €V /I un camino en H de v a w}.

Si A=V STOP

Elegir una rama e ¢ H de G tal que uno de sus vértices pertenezca a A y el otro no.

Actualizar H en la forma: H = grafo obtenido agregando e a H.

GOTO 4.

Demostracién: a) Si (2) tiene una solucién factible x entonces el flujo Z definido por

© XN oE W

_ _{xe siee B

e — . . .
0 sie es una rama artificial

es una solucién factible de (3) que verifica ¢'T = 0. Pero como el valor del funcional en cualquier solucién
factible de (3) es mayor o igual que cero (pues el costo de las ramas es 0 o 1 y el flujo es no negativo) entonces
T es una solucién éptima que satisface ¢’z = 0.

b) Si T es una tree solution 6ptima de (3) con spanning tree T’ que verifica ¢'Z = 0 entonces debe ser T, = 0
para toda rama artificial e pues por la forma en que definimos ¢’ resulta que ¢'T = Z T, y por lo

e artificial
tanto si fuese T, > 0 para alguna rama artificial entonces resultarfa que ¢'T > 0.

Luego, = es una solucién factible de (2) y las ramas que tienen flujo no nulo pertenecen al grafo que se
obtiene eliminando en 7" las ramas artificiales que contenga y el vértice 5.

Veamos ahora que el algoritmo definido por los pasos 1. a 9. nos da un spanning tree 7" de G tal que x, = 0
para toda e ¢ T.
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Primero observemos que al quitar las ramas artificiales de T” el grafo H resultante tiene como vértices a
todos los vértices de G y es aciclico (ya que es un subgrafo de un spanning tree), pero el problema es que
podria no ser conexo.

En cada iteracién, el conjunto A que vamos formando es el conjunto de todos los vértices de G que estan en
la misma componente conexa que v del presente H. Ademds, en cada iteracion el grafo H es aciclico pues lo
es el H inicial y cada rama que agregamos no forma ciclo con las del presente H: en efecto, las ramas que
se agregan tienen un vértice u € A otro vértice w ¢ A. Luego, si al agregar esa rama se formara un ciclo
entonces existiria en H un camino de u a w. Pero como u € A entonces existe un camino de v a u el cual,
seguido del camino de u a w nos darfa un camino de v a w lo que contradice que w ¢ A. Luego, cuando
A =1V el grafo T = H que se tiene en ese momento es conexo y aciclico y como partimos de un grafo cuyos
vértices son todos los vértices de GG entonces es un spanning tree de G y como las ramas que tenfan flujo no
nulo pertenecian al H inicial entonces z. = 0 para todo e ¢ T, lo que muestra que z es una tree solution
con spanning tree 7.

Finalmente observemos que si A # V entonces el paso 7. siempre se puede realizar. En efecto, sea w tal que
w ¢ A. Como G es conexo, sea P un camino en G de v a w. Entonces, como v € Ay w ¢ A alguna rama e
de ese camino tiene un extremo en A y el otro en V — A: sea P el camino

u ur—2
u, 2 . ° W
oe<—o R e
e R Se. . r-1 o
e 2 )
1 N . /
3 °’ ) e,
® U3 lJr—l
v
si u; ¢ A entonces basta tomar e = ey pues v € A, si u; € Ay us ¢ A entonces basta tomar e = e, ..., si

Up—o € Ay ur—1 ¢ A entonces basta tomar e = e,_1 y si u,_1 € A entonces basta tomar e = e, pues w ¢ A.

m}

Luego, la fase 1 puede describirse como sigue: aplicamos el algoritmo para resolver (3) tomando como tree
solution inicial la definida en la observacién 6.1.

Si al terminar el algoritmo obtenemos una tree solution éptima de (3) Z con spanning tree 7", que verifica
T = 0 entonces obtenemos una tree solution x para G y su correspondiente spanning tree en la forma
descripta en la proposicién 6.2. y volvemos a aplicar el algoritmo, ahora para resolver (2) utilizando = como
tree solution inicial. En caso contrario el problema no tiene soluciones factibles.

7. Algoritmo “simplex” para el problema del transporte.

Por razones de claridad aplicaremos el algoritmo en un ejemplo particular, pero el lector se dard cuenta de
que este procedimiento puede aplicarse en cualquier caso.

Supongamos que tenemos tres depositos y cuatro clientes y queremos determinar la manera méas barata de
transportar cierta mercaderia de los depdsitos a los clientes. Si el costo c¢;; de transportar una unidad de
mercaderia desde el depésito v; (1 <4 < 3) al cliente w; (1 < j < 4) estd dado por la matriz

8 6 10 9
C = (Cij) = 9 12 13 7 ,
14 9 16 5

las cantidades ofrecidas por los depésitos son b,, = 35, b,, = 50 y b,, = 40 respectivamente y las demandadas
por los clientes son —b,, = 45, —by, = 20, —by, = 30 y —b,, = 30 respectivamente, llamando z;; a la
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cantidad de unidades que se transportan del depdsito v; al cliente w; el problema puede plantearse en la
min Z CijTij
ij
D wi <by,
J
Z ij = ~bu,
i

l‘ijZO

forma

Tal como vimos en el capitulo anterior, agregando un cliente de ser necesario, podemos suponer que la
primera ecuacién de las restricciones es una igualdad. Luego podemos suponer que las restricciones son

> @i =bu,
J
- Z ij = bu,
i
Tij Z 0
Esta situacién puede ser representada en el grafo bipartito G = (V, E) donde

V= {Ul,’UQ,'Ug} U {wlaw27w37w4}

E:{(’Ui,’w]‘)/lgigi‘)ﬁ,lgjgll}

es decir, el grafo

l® >0 W,
ow,
V@
oW,
A
3e oW

y pensando a x;; como el flujo de la rama (v;, w;) el problema se escribe

min cx
z(v,V)—z(V,v)=b, YoeV
re >0 Vee E

El siguiente procedimiento, conocido como la regla del noroeste nos permite hallar una tree solution inicial
evitando la fase 1.
Consideremos la matriz

i1 Z12 T13 T4

(!Eij) = | 21 T22 23 T24

T31 T32 T33 T34
Queremos darle valores no negativos a z;; de manera que la suma de los coeficientes de la i-ésima fila sea
by, y la suma de los de la j-ésima columna sea —b,,. El procedimiento es el siguiente:
1. Ponemos F; = b,, (1 <i<3),Cj = —by, (1<j<4).
2. Consideremos la submatriz U de (x;;) formada por las filas y columnas que todavia no han sido fijadas.
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3. Sea z,s el coeficiente de U que se encuentra més al noroeste. Entonces actualizamos (x;;) poniendo
xrs = min{F,,Cs}. Si min{F,,C,s} = F, también ponemos x,; = 0 para todo x,; que ain no tenga valor
asignado. En caso contrario, ponemos z;; = 0 para todo z;s que atin no tenga valor asignado.
4. Actualizamos F, y C, en la forma F, = F, — 2,5, Cs = Cs — x,s. Si F; = 0 = C; para todo 4, j STOP.
En caso contrario, GOTO 2.
Aplicando esto a nuestro ejemplo obtenemos:
1. F; =35, F, =50, F3 =40, C; =45, Cy =20, C3 =30, Cy =30
2.

11 L12 L13 L14

U= | ma =22 %23 w24
T31 T32 L33 T34

3. r=s=1. Ponemos x1; = min{Fy,C1} = F; =35y z1, = 0 para todo j # 1. Ahora

35 0 0 0
(xij) = | ®21 222 X2g o4
31 T32 I33 T34

4. Fy =0, Fy = 50, F3 = 40, C; = 10, Cy = 20, C3 = 30, Cy = 30

2. Ahora
U= (%21 T2 Tz o4
T31 T32 X33 T34

3. r=2,s=1. Ponemos x9; = min{F,,C1} = Cy; = 10 y 2;; = 0 para todo x;; que no tenga valor asignado.

Ahora
35 0 0 0

(i) = | 10 @22 x23 T4
0 32 w33 T34

4. Fy =0, F, = 40, F; = 40, C; = 0, Cy = 20, C5 = 30, Cy = 30

2. Ahora
U= T2 X233 T24
T32 X33 T34
3. 1 =2, s =2. Ponemos xgo = min{Fy,Cy} = C3 = 20 y z;2 = 0 para todo z;2 que no tenga valor asignado.

Ahora
35 0 0 0

(.’L‘ij) = 10 20 23 X224
0 0 33 X34
4. F1 =0, F», =20, F3=40,C; =0, Cy =0, C3 =30, Cy = 30
2. Ahora U = <x23 x24)
T33 T34
3. =2, s = 3. Ponemos x93 = min{F>,C3} = F» = 20 y x9; = 0 para todo z2; que no tenga valor
asignado. Ahora
35 0 0 0
(x;j)=110 20 20 O
0 0 33 T34
4. F1 =0, F, =0, F5=40,C; =0, Cy =0, C3 =10, Cy = 30
2. Ahora U = (z33 x34)
3. r =3, s = 3. Ponemos x33 = min{F3,C3} = C5 = 10 y x;35 = 0 para todo x;3 que no tenga valor asignado.
Ahora
3 0 0 0
(xj)=110 20 20 O
0 0 10 T34
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4. F1=0,F,=0,F3=30,C1; =0,Co=0,C3=0,Cy =30

2. Ahora U = (x34)

3. r =3, s =4. Ponemos z3s = min{F3,C4} = F3 = 30 y x3; = 0 para todo z3; que no tenga valor
asignado. Ahora

35 0 0 0
(zi)=110 20 20 0
0 0 10 30

4. 1 =0,F,=0,F3=0,C1=0,C,=0,C3=0,C4, =0
De esta manera obtenemos la tree solution inicial

S=V 35

1@ >» @ W1
10

2w

vz. 20
oW,

10
V.

3e 30 .o W,

donde en cada rama hemos indicado el valor de su flujo. Elijamos cualquier vértice como raiz s de este
spanning tree 7', por ejemplo s = v;. Ahora pongamos ys = 0 y calculemos vy, para cada u # s. Por el
corolario 5.9. para cada 4, j tal que (v;, w;) € T se verifica c;; + Yy, — Yuw, = 0y ademéds 0 = y, = y,,. Luego,
(Yu)uev debe ser solucién del sistema

ywj — Yu; = Cij (viij) er
Yv; = 0

Este sistema tiene 7 ecuaciones y 7 incégnitas y tiene solucion unica ya que fijados Ty s hay un tnico camino
de s a u para todo u # s. Ademas, este sistema puede resolverse facilmente por sustitucién. En efecto, el

sistema es
Yw, = Yo, =8
Ywy = Yoo =
Ywy — Yoy = 12
Yws — Yo, = 13
Yws — Yo, = 16
Yws = Yvg =
Yo, =0
Como por la ultima ecuacién y,, = 0 entonces de la primera resulta que y,,, = 8, de la segunda que y,,, = —1,

de la tercera y cuarta que Yy, = 11, yu, = 12, de la quinta que y,, = —4 y de la sexta que y,,, = 1.

Ahora calculemos ¢;; = ¢;j + Y», — Yu,. para i,j tal que (v;,w;) ¢ T. Dejamos a cargo del lector verificar
que Cia = —9H, €13 = —2, C14 = 8, Coqg = 5, €31 = 2, €320 = —6.

Elegimos e ¢ T tal que ¢, < 0. Por ejemplo, e = (vs, w2) y formemos el circuito C que resulta agregando e a
T. Recorriendo C en el sentido de e = (v3, wsz) las ramas inversas son (ve,ws) con flujo xes = 20 y (vs, ws)
con flujo £33 = 10. Ahora actualizamos el flujo sumando § = min{z. /e € C es inversa } = 10 al flujo de las
ramas directas y restando 0 al flujo de las ramas inversas de C y luego eliminamos de T' la rama (vs, ws) que
ahora tiene flujo nulo y le agregamos la rama (vs,ws). De esta manera obtenemos la nueva tree solution
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S=V 35

1@ > @ Wl
10
10 ow,
V.
2@ 30
ow
10 8
V.
3
° 30 > ® w,
Dejamos a cargo del lector el célculo de los nuevos valores de (y,,) y verificar que los nuevos ¢;; son ¢12 = —5,
C13 = —2,Clqy =2, o4 = —1,¢31 = 8,33 =6.

Ahora elegimos e ¢ T tal que ¢, < 0, por ejemplo, e = (vy,ws) y repitiendo el procedimiento anterior (en
este caso § = 10, la rama que se elimina es (vg, wz) ¥ la que se agrega es (vi,ws) ) obtenemos la nueva tree

solution

— 25

S= v1. >» @ Wl
10

20 ow,

Ve 30
o w,

10
V,
3@ 30 Lo W,
L

Nuevamente dejamos a cargo del lector la actualizacién de (y,) y verificar que los nuevos valores de ¢;; son
C13 = —2,C14 =T,Co0 =5, Coqg =4, ¢C31 =3, C33 = 1.

Eligiendo ahora e = (v1,ws) y repitiendo el procedimiento (ahora § = 25, la rama que se elimina es (v, w;)
y la que se agrega es (v1,ws)) se obtiene la tree solution

S:Vl. 1 .Wl
45 25 ow,

VZ. 5
oW
10 8

v
e 30 A
»

que resulta ser éptima ya que ¢;; > 0 para todo ¢, j tal que (v;, w;) ¢ T

En este ejemplo hemos usado el hecho de que si T es un spanning tree de un grafo conexo GG entonces el
sistema

Yw — Yo = Cyw (v,w) eT

con m — 1 ecuaciones y m incognitas (donde m es la cantidad de vértices de G) tiene rango m — 1 y se puede
resover ddndole un valor arbitrario (en nuestro caso cero) a una indeterminada y obteniendo las restantes
por sustitucién. Veremos ahora que este hecho vale en general.

Proposiciéon 7.1. Sea A la matriz de incidencia vértice-rama de un grafo conexo G con m vértices y sea
B € R™*(m=1) ] submatriz de A formada por las columnas de A que corresponden a las ramas de un
spanning tree T de G. Entonces existe una matriz B’ obtenida permutando algunas filas y columnas de B
tal que B’ es triangular y valerg A=rg B=rg B’ =m — 1.

Demostracién: Como T es un arbol entonces tiene al menos una hoja u y sea e la inica rama que incide
en u. Luego, en la fila u, B tiene una unica componente no nula, en la columna e , que vale 1 o -1.
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Intercambiando si es necesario una fila y una columna de B obtenemos

*

ES

o --- 0 £1

donde Bj es la matriz de incidencia del drbol que resulta de suprimir en 7' la hoja u y la rama e. Luego, B es
una matriz de incidencia vértice-rama de un arbol y podemos repetir el procedimiento con B;. Permutando
si es necesario una fila y una columna de B; podemos obtener la matriz

*

By
*

0o --- 0 =£1

y permutando esas mismas filas y columnas en Bj obtenemos

* *
B :
Bé == *
0 -+ 0 £1 =
0O -~ 0 0 =1
Repitiendo este procedimiento finalmente obtenemos
+1 EE * ok
+1 * ok * ok
, 0 +1 % x * %
B=10 0 %1 « * %
0 0 0 0 --- 0 =#£1

Como B’ se obtuvo permutando filas y columnas de B entonces rg B = rg B’ = m — 1. Ademds, como
las columnas de B son algunas de las columnas de A entonces debe ser rg A > rg B = m — 1. Pero por
otra parte, como A tiene m filas y la suma de ellas es cero (por ser la matriz de incidencia de un grafo, ver
observacién 1.13. del capitulo 2) entonces rg A < m, de donderg A=m — 1. o

Corolario 7.2. Con las mismas hipétesis de la proposicién anterior, el sistema y.B = ¢ se puede resolver
déndole a una indeterminada un valor arbitrario y obteniendo las restantes por sustitucién.



