Capitulo 1

Programacion lineal

1. Introduccién.

En general, un problema de programacién lineal consiste en maximizar o minimizar el valor de una funcién
lineal c.x = ¢y + -+ + ¢y (a la que llamaremos el funcional) para (z1,...,x,) satisfaciendo un niimero
finito de igualdades o desigualdades (a las que llamaremos restricciones) de alguno de los siguientes tipos:
a1x1 + -+ apxy =, a1x1+ - +apty, <b 0 a1y + - +apty, >0

Cuando todas las ecuaciones sean del tipo a;121 + -+ + apmx, = b; (1 < i < m) usaremos la notacién
matricial Az = b, donde A es la matriz de coeficientes a;; (1 < i <m, 1< j <n), z=(21,...,2Tn),
b= (by,...,by) y por abuso de notacién estamos identificando IR"™ con IR"*!. Anslogamente, en lugar de
ai171 + -+ amxTn < by V1 <4 < m escribiremos Az < b, etc. De esta manera, x > 0 significard x; > 0
V1i<j<n.

Veamos algunos ejemplos.

i) El problema del transporte.

Una empresa tiene dos plantas elaboradoras de tubos de acero, y tres centros de distribucién. Una planta
elabora 100 toneladas por dia y la otra 200. Cada centro demanda 75, 125 y 100 toneladas por dia respec-
tivamente. Se estima que el costo ¢;; de llevar una tonelada de la planta i al centro j estd dado por la

10 14 20
12 20 17

Queremos determinar la cantidad x;; de toneladas a despachar por dia de la planta ¢ al centro j de manera

matriz

tal que el costo total del transporte sea minimo. Es decir, queremos minimizar la funcién lineal
c.x = 10x11 + 14x12 + 20213 4+ 12291 + 2092 + 17203

con las restricciones
211 + z12 + 13 = 100

To1 + Tao + x23 = 200
T11 + 221 =75
Z12 + X292 = 125
z13 + 223 = 100

x5 >0 Vi, j
Escrito matricialmente el problema es
min cx
Ax =b
x>0
donde A y b son las matrices
1110 0 0 100
0 001 11 200
A=|1 0 0 1 0 O y b=1 75
01 00 10 125
0 01 001 100
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ii) El problema de la mezcla dptima de produccion.

Una panaderia elabora pan de 4 tipos, utilizando 6 ingredientes. Sea a;; la cantidad de kilos del ingrediente
i que se necesitan para elaborar un kilo de pan del tipo j y sea c; la ganancia de vender un kilo de pan del
tipo j (1 <i <6, 1< j<4). Sabiendo que, en total, no pueden elaborarse mas de 100 kilos de pan al
dia, y que diariamente se dispone de b; kilos del ingrediente i, se desea saber cuantos kilos de cada tipo de
pan se deben elaborar por dia para obtener la mayor ganancia.
Llamemos z; la cantidad de kg de pan del tipo j que se elaboraran por dia. Queremos maximizar la funcién
lineal c.x = c1x1 + cox2 + c3x3 + c4x4, con las restricciones

a1171 + a122 + 41373 + a14x4 < by

2171 + G222 + a2373 + a2474 < bo

a31®1 + azga®2 + a33xT3 + azaxq < b3

4171 + G422 + a4373 + 4474 < by

a5171 + asa2 + 533 + a5a®s < bs

ae171 + ag2T2 + 6373 + aaTs < bg

r1+ 29 + 23+ 24 <100
rj >0 Vj

es decir, queremos resolver el problema de programacién lineal

max cx
Ax <b
x>0
a1 G2 013 Q14 b1
ag1 G2 Q23 G24 by
az1 asx a3z 34 b3
donde ¢ = (c1,¢2,¢3,¢4), A= | aa1 aa2 a3 aaa | yb=] by
as1 G52 053 Q54 bs
as1  Ge2 O63 Q64 be
1 1 1 1 100

iii) El problema de la dieta.

Supongamos que queremos confeccionar una dieta con seis tipos de alimento, cada uno de ellos conteniendo
cuatro clases de vitaminas. Sea a;; la cantidad de vitamina ¢ contenida en el alimento j y sea c; el precio de un
kilo de alimento j. Queremos saber cudntos kilos x; de cada alimento j debemos incluir para garantizar que
la dieta contenga por lo menos b; unidades de vitamina ¢ de manera tal que el costo total de los alimentos
sea minimo. Es decir, queremos minimizar la funcién lineal cix1 + - + cgxg sujeta a las restricciones
a;1x1 + -+ apre > b; (1<i<4)yax; >0 (1<, <6). En otras palabras, queremos resolver el problema
de programacién lineal

min cx
Az >D
x>0

donde ¢ = (c1, c2,¢3,¢4,¢5,¢6), A = |[|a|| y b=
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2. Forma standard.

Observemos que una desigualdad del tipo
ai1r1 + -+ QinTn < b;
es equivalente a

a1+ -+ QinTn + 8i = b;
5120

La variable s; introducida se llama variable de holgura. De la misma manera, una desigualdad del tipo
;171 + -+ Qi Tp > b

puede ser reemplazada por

a1+ -+ QinTn — S; = b;

S; Z 0
También observemos que si para algin j no se pide la condicién z; > 0 entonces podemos reemplazar la
variable x; por y; — z; agregando las condiciones y; > 0y z; > 0.

Por tltimo, max cx = —min (—c) z.
Todas estas observaciones muestran que cualquier problema de programacién lineal puede ser planteado en
la forma

min cx

Ax =b

x>0

Esta forma de planteo del problema se denomina forma standard.

3. Teorema fundamental de la programacién lineal.

Definicién 3.1. Un hiperplano en IR™ es una variedad lineal de codimensién 1, es decir, {x € R" / a.x = k},
donde a = (a1,...,a,) ER™", k€ Ry a.x =a1x1 + - - + anZn.

Cada hiperplano determina dos semiespacios: {x € R" Ja.x <k} y {x € R" /a.x > k}.

Un poliedro es la intersecciéon de un ndmero finito de semiespacios.

Observacién 3.2. Notemos que el conjunto {z € IR"™ /ax = k} es un poliedro ya que puede escribirse
como interseccién de los semiespacios {z € R" /ax < k} y {z € R" Jax > k}. Ademds, es claro que la
intersecciéon de un ntmero finito de poliedros es un poliedro. Esto muestra que el conjunto de todos los x
que satisfacen las restricciones de un problema de programacion lineal es un poliedro. Luego, un problema
de programacién lineal consiste en maximizar o minimizar el valor de una funcién lineal sobre un poliedro.

Dado un problema de programacién lineal, si el problema tiene una solucién éptima entonces tiene una
solucién 6ptima en un punto extremo del poliedro. Antes de dar la definicién rigurosa de punto extremo,
veamos esto en un ejemplo.

Dado el problema de programacién lineal

max 2r, — X9
r1+ 220 <3
(Zl, IQ) Z 0

grafiquemos el poliedro {(z1,22) € R? /a1 +222 <3 A 21 >0 A x5 > 0} y las distintas rectas
2.231 — T2 = k
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2x - x.=0 2x,m X,=2 oy =
! 2 2x.-x,=4 2x,m X, =6
1 2
2 4
~
1 4+
) ) L :
YA
X +2x =3
2x,-x,=1 B 2
2x - x_ =3
1 2 2 5

Xl_ X2 =

3

En este caso, los puntos extremos del poliedro son (0,0), (3,0) y (0,5). Como se observa en la figura, la

solucién 6ptima (z1,z2) = (3,0) es un punto extremo del poliedro.

Definicién 3.3. Un subconjunto K de IR”™ se dice convezo sii ay + (1 —a)z € KVy,ze L, 0< a < 1.

Dejamos a cargo del lector demostrar que un poliedro en IR™ es un conjunto convexo.

Definicién 3.4. Sea K un conjunto convexo en IR". Diremos que x € K es un punto extremo si 'y sélo si no
existen y,z € K, « € R, con y # 2z, 0 < a < 1 tales que x = ay + (1 — a)z. En otras palabras, un punto
de K es un punto extremo si, cualesquiera sean y,z € K, y # z, la inica forma en que x puede estar en el
segmento que une gy con z es que x sea alguno de los extremos del segmento, es decir, t =y o x = z.

Para lo que sigue necesitaremos definir los conceptos de solucién bésica y de solucién factible de un problema
de programacién lineal que utilizaremos en las demostraciones.

Sea A € IR™*™ una matriz de rango m y sea b € IR™.

Definicién 3.5. Diremos que z € IR™ es una solucion bdsica de Ax = b sii Az = b y existen m indices
i1,...,%m entre 1 y n tales que x; = 0 Vj # 41,...,4m y las columnas ¢1,...,%, de A (que llamaremos la
base) son linealmente independientes. Si Az = b es el sistema lineal que aparece en las restricciones de un
problema de programacién lineal, diremos que = es una solucién bésica del problema si z es una solucién
bésica de Az = b.

Observacion 3.6. En la definicién anterior hemos utilizado la misma letra x para representar tanto a la
variable como a la solucién del sistema lineal Ax = b. El lector atento sabré distinguirlas en cada caso.

Observacién 3.7. Si A’ € R™*" es otra matriz de rango m, b’ € IR™ y los sistemas Az = by A’z =V’ son
equivalentes entonces x es una solucién bésica de Az = b si y sélo si es una solucién bdsica de A’z =b'.

Proposicién 3.8. Dado x tal que Az =b,si {j /x; # 0} = {j1,...,jr} entonces se verifica:
2 es una solucién bésica de Ax = b sii el conjunto formado por las columnas ji,...,j, de A es linealmente
independiente.

Demostracién: (=) Sean i1,..., %, tales que z; = 0 para todo j # i1,..., Ly y las columnas i1,..., iy,
de A son linealmente independientes. Entonces {j1,...,5r} C {i1,...,%m} de donde el conjunto formado por
las columnas ji,...,J, de A estd contenido en el conjunto formado por las columnas i1,...,%, de A y por
lo tanto es linealmente independiente.

(«<=) Si las columnas ji,...,j, de A son linealmente independientes entonces r < m.

Si r = m basta tomar {i1,...,%m} = {1, -+, Jm}-

Si fuese r < m, como A tiene rango m entonces existen j,i1,...,Jjm tales que las columnas ji,...,j, de
A son linealmente independientes y vale que z; = 0 para todo j # ji,...,Jm. Luego también en este caso

resulta que x es una solucién bésica. o
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Definicién 3.9. Una solucién bésica  de Az = b se dice degenerada sii #{j /x; # 0} < m (es decir, si
x;, = 0 para algin 1 < k < m).

Observacién 3.10. Sea z una solucién béasica de Az = b y sean i1, ...,i, talesque z; = 0Vj #i1,...,ip
y las columnas i1, ...,14, de A son linealmente independientes Entonces, si B es la submatriz de A formada
por las columnas %1, ..., iy, resulta que B es inversible, z; =0 Vj # i1,...,0m ¥

l‘il b1

Liy _ Bil b2

ZT; bm

Proposiciéon 3.11. El sistema lineal Ax = b tiene a lo sumo (:fl) soluciones bésicas.

Demostracién: Para cada solucién bésica x de Az = b, fijemos 41, ...,%, tales que x; =0 Vj #i1,...,0m
y las columnas i1, . ..,4,;, de A son linealmente independientes.

Sea B la matriz formada por las columnas i1, ...,i,, de Ay sea b = B~'b. Entonces, por la observacién
3.10,

0 sy
YT\ sij=dr (1<k<m)

Esto dice que la aplicacién 1 del conjunto de soluciones béasicas de Az = b en el conjunto de los subconjuntos
de m elementos del conjunto {1,2,...,n} dada por

V() = {i1, ..., im}
es inyectiva. En efecto, si ¥(z) = ¥(2') = {i1,...,im} entonces

0 SijA i in
YT b, sij=in (1<k<m)

y también

[0 st

P\ B sij=in (1<k<m)
pues b no depende de x sino sélo de A, by de 41, ...,4%,,. Luego x = z’. o

Definiciéon 3.12. Dado un problema de programacién lineal diremos que x es una solucidon factible sii x
satisface las restricciones del problema.

Notemos que no siempre existen soluciones factibles porque, por ejemplo, el sistema lineal podria no tener
solucién. Pero también porque aunque las tuviera, podria ocurrir que ninguna de estas soluciones verificara
el resto de las restricciones, situacién que por ejemplo se da en el problema

max 3xr1 — ro + 2x3
1+ a9 —x3 =2
1 t+a9 =1
x>0

Por las observaciones hechas en la seccién 2. vamos a restringirnos al estudio de problemas planteados en
forma standard.

Sean A € R™*™ b e IR™ y ¢ € R" y consideremos el problema de programacién lineal en forma standard
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min cx
Az =b (1)
x>0

Probaremos que si (1) tiene una solucién ptima entonces tiene una solucién éptima en un punto extremo
del poliedro {x € R" / Ax =b A z > 0}.

Veamos que podemos suponer que rg A = m. En efecto, si (1) tiene una solucién éptima entonces el sistema
Az = b debe ser compatible. Luego, el rango de A debe ser igual al rango de la matriz ampliada [A|b]. Si
rg A < m entonces rg [A|b] < m. Sean Fi,..., F,, las filas de [A|b]. Sea {F},,...,F; } C{F1,...,Fy} una
base del subespacio generado por Fi,...,F,, y sea [A'|V/] la matriz cuyas filas son Fj,,..., Fj, . Entonces
los sistemas Az = by A’z = V' son equivalentes. Luego podemos reemplazar Az = b por A’z = b’ en (1)
donde ahora A’ € IR"*" tiene rango r. Por lo tanto, de ahora en adelante supondremos que A tiene rango
m.

Teorema 3.13. Sea K el poliedro K = {x ¢ R" / Az =b A x> 0}. Entonces z € R™ es una solucién
bésica y factible de (1) si y s6lo si « es un punto extremo de K.

Demostracién:

(=) Sea z una solucién bésica y factible de (1) que es combinacién convexa de dos soluciones factibles
(notemos que K es el conjunto de soluciones factibles de (1)), es decir, x = ay + (1 — @)z, con y,z € K y
0 < a < 1 y probemos que entonces y = z.

Sean 141, ...,%y tales que ; = 0 para todo j # i1,...,%y y las columnas ¢1,...,%, de A son linealmente
independientes.
Entonces la submatriz B formada por las columnas i1, ..., 7, de A es una matriz inversible.
Veamos que y = z, es decir que y; = z; para todo j.
Sij#d1,...,0m entonces 0 =z; =ay; + (1 —a)z; ycomoy >0,2>0,a >0y (1 —a) > 0 entonces debe
ser y; = 0 = z;.
Ahora, como Ay = b = Az y como y; = 0 = z; para todo j # i1, ...,%, entonces

Yiq Ziy

B |7 | =p=n|""
Yim L

de donde resulta que

yi1 Zil

yiz Z’LQ
_ =B tbv=| .

Yim Zim,

Luego y; = z; para todo ¢, es decir, y = z. Esto muestra que x es un punto extremo de K.

(<) Sea z € K un punto extremo. Probaremos que z es una solucién bésica. Sean i1,...,4, tales que
x;=0VYj#i1,...,0% y @iy,..., %, #0. Luego z;, > 0 para todo k tal que 1 <k < 7.

Si B es la submatriz de A formada por las columnas iq,...,14, entonces, por la proposicién 3.8., basta ver
que las columnas de B son linealmente independientes.

Supongamos que las columnas de B son linealmente dependientes. Entonces existe w € IR” tal que w # 0 y
B.w =0. Sea v € IR" definido por

v — 1 Ws sij=is (1<s<r)
P10 sif A, i
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Entonces Av =0 yv 75 0. Sea k tal que 0<k S 1r<ni£l { |IiS /ws 7& 0}- Notemos que un tal k existe pues
<s<r Wg

2, >0(1<s<r)yw#0.
Seany =z + kwy 2z =1z —k.v. Entonces z = %y + %z, y # z y ademads y,z € K. En efecto, es claro que

Ay = b= Az. Veamos que y,z > 0. Si j # i1,...,%, entonces y; = 0 = z;. Sea entonces s tal que 1 < s < 7.
"y
Como k£ < min { - w # 0}, dado s =1,...,r se tiene
1<s<r |'(US

Tig
Ws

i) si ws > 0 entonces k <
i, >0, k>0yws >0
ii) si ws < 0 entonces k < _m—w Luego — k.ws < x;, de donde z;, + k.ws > 0 y ademas x;, — k.ws > 0 ya

que z;, >0, k>0y ws; <0
Luego y;, = zi, + kws >0y 2, =x;, —k.ws >0 paratodo1 <s <.

. Luego k.ws < z;, de donde z;, — k.ws > 0 y ademads z;, + k.ws > 0 ya que

Hemos probado entonces que existen y,z € KC, y # z tal que =z = %y + %z Absurdo, pues esto contradice
que z sea un punto extremo de K. Por lo tanto, las columnas de B son linealmente independientes. o

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema fundamental de la programacién lineal.

Teorema 3.14. Consideremos el problema de programacién lineal en forma standard

min cx
Ax =D
x>0

donde A € IR™*™ tiene rango m, b € R™ y ¢ € IR™.
Entonces se verifican las dos condiciones siguientes
i) si el problema tiene una solucién factible entonces tiene una solucién bdsica y factible.

ii) si el problema tiene una solucién éptima entonces tiene una solucién éptima que es bésica.

Demostracién:

i) Para cada x solucién factible sea r(z) = #{j/z; # 0}. Sea r = min{r(x) /z es factible } y sea = una
solucién factible tal que r(x) = r. Probaremos que z es una solucién bésica. Si {j/z; # 0} = {i1,...,4r}
se tiene que z; =0 Vj #i1,...,%, y ; > 0sij =11,..., 0.

Por la proposiciéon 3.8., basta probar que las correspondientes columnas iq,...,%7,. de A son linealmente
independientes. Supongamos que no. Sea B la submatriz de A formada por estas columnas y sea w € IR",
w # 0 tal que Bw = 0.

Como z;, > 0 (1 < s <r) podemos elegir A € IR tal que z;, + A.ws > 0 paratodo 1 < s<ryuz;, +Aws=0
para al menos un valor de s = 1,...,r. En efecto, dado que cuando ws; = 0 la desigualdad vale pues x;, > 0,

basta tomar A\ verificando
;.

A > para todo s /ws > 0

S

A< i, para todo s /ws < 0

S

de manera tal que para algin valor de s valga la igualdad. Luego basta tomar

179 / ws >0} si Jwg >0

max{ o

A:
min{%/ws <0} si ws < 0 para todo s

Sea v € IR™ definido por

ws sij=is1<s<r

Uj:{o sij#ir,..., i
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Entonces Av = 0 de donde y = x + A.v verifica Ay = b y como
0 S1 7 F£ U1y, iy
Y = { J 7& 1 T

Ti, FAws sij=is1<s<r

entonces y > 0.

Pero y; = 0 para j #41,...,i, y para algin ¢s;. Esto muestra que y es una solucién factible tal que r(y) < r.
Absurdo pues esto contradice la eleccién de 7.

ii) Sea ahora r = min{r(z) / z es una solucién éptima } y sea x éptimo tal que r(z) = r. Probaremos que
x es una solucién bésica. Si {j/x; # 0} = {i1,...,%,} se tiene que x; = 0 V) # 41,...,4 y 2; > 0
sij =i1,...,4-. Como antes, basta ver que las columnas i1, ...,i, de A son linealmente independientes.
Supongamos que no. Sea B la submatriz de A formadas por esas columnas y sea w € IR", w # 0 tal que
Bw = 0. Sea v € R™ como en i), es decir,

Uj{o Sij A1, ..., 0

ws sij=is,1<s<r

Luego Av = 0.
Veamos ahora que cv = 0. En efecto, supongamos que cv # 0.
Primer caso: si cv >0
Sea

§= max{%js/w5>0} siJws >0

—1 si ws < 0 para todo s

Sea y = x + p.v. Entonces Ay =by cy = cx + p.cv < cx pues 4 < 0. Ademas y > 0 pues y; = 0 para
j#i1,..., i, yparal <s <ry, =ux; + pws >0 (para s tal que ws > 0 por la definicién de p y para s
tal que ws < 0 porque p < 0). Absurdo pues esto contradice el hecho de que x es una solucién éptima.
Segundo caso: si cv < 0

Sea ahora

o min{_jjS/ws<0} si Jws <0
1 si wg > 0 para todo s
Tomando y = x + 7.v resulta que Ay = by cy = cx + 7.cv < cx pues 7 > 0 y ademds y > 0. Nuevamente

esto es un absurdo pues x era éptimo.

Luego, cv = 0. Sea ahora A como en i) y sea también y = x + A\.v. Entonces resulta que Ay = b, y > 0,
r(y) <ry cy = cx. Luego, y es una solucién éptima tal que r(y) < r. Absurdo, esto contradice la eleccién
der. o

Corolario 3.15. Si (1) tiene una solucién 6ptima entonces tiene una solucién éptima en un punto extremo
del poliedro {z ¢ R / Az =b A x > 0}.

4. Dualidad.

Consideremos los problemas de programacién lineal

min cz max yb

Az > b (P) yA=c (D)
y=0

(primal)

(dual)
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donde A € R™*™, ¢ € IR™ y b € R™. En esta seccién probaremos que si (P) tiene una solucién éptima xg
entonces (D) tiene una solucién yo 6ptima y ademds se verifica que cxg = yob. En este sentido, diremos que
(P) y (D) son problemas duales. Para poder probar esto necesitaremos antes algunos resultados.

Teorema 4.1. (Teorema del hiperplano separador) Sea Z un conjunto convexo y cerrado en IR" y sea
c € R™ tal que ¢ ¢ Z. Entonces existe un hiperplano H = {x € IR" /ax = b} (donde a € R™, b € R y ax
denota el producto escalar < a,z >= a1x1 + -+ + anTy,) que satisface

iyce H

ii) az > b para todo z € Z

Demostracion:

Sea zg € Z tal que d(zp,¢) = d(Z,¢). Seaa =29 —cyseab=a.c=aic1+ -+ a,c,. Veremos que a.z # b
para todo z € Z. Supongamos que no. Sea entonces z € Z tal que a.z = b.

Notando que para z,y € IR™ el producto que hemos definido como z.y = z1y; - - - Yy, DO es otra cosa que
el producto escalar usual < x,y >, se tiene que

<zp—cz>=<a,z>=az=b=ac=<a,c>=<zy—c,c>

de donde < zy — ¢,z >=< z9 — ¢,c >. Esto significa que < 29 — ¢,z —c¢ >= 0, es decir 29 —cy z — ¢ son
ortogonales.

Veremos ahora que entonces hay un punto en el segmento que une z y zp que estd mas cerca de ¢ que zg, es
decir, mostraremos que existe A, 0 < A < 1 tal que Az + (1 — A\)zp estd mds cerca de ¢ que zg.

La siguiente figura ilustra esta situacion.

ANz+(-A)z,

c

El segmento que une zy con c es ortogonal al segmento que une z con c.

12
Sea A = T |||;O+ ||c|| A Como zp — ¢y z — ¢ son no nulos pues ¢ ¢ Z entonces 0 < A < 1y vale
z—c Zo — ¢
2120 — cl|2
\ < ||§o gl i
Iz = cllZ +Tlz0 — c]
Entonces
Mllz = ell* + llz0 — €l?) < 2llz0 — el?
de donde

N (Ilz = cll* + llzo — €l?) < 2Allz0 — el

lo que implica
N2(|lz = cll® + [lz0 — ll*) = 2Al|20 — ¢[|* <O

con lo cual
)\2||z — c||2 —2)\||z0 — c||2 —|—)\2||zo — c||2 <0
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y asi
Nolz =l + (1 = X)?|l20 — e|l* < [[z0 — €I|?

Como
1Az 4+ (1= X)z0 — cl]> = [IA(z — ) + (1 = A) (20 = O)]* = N*||z = ¢l > + (1 = A)?|]z0 — ][

pues zgp — ¢ y z — ¢ son ortogonales, entonces se tiene que [|A\z + (1 — Nz — c||? < ||z0 — ¢||?, de donde
d(Az + (1 — N)zg,¢) < d(z,c).

Siendo Z convexo, z,z0 € Zy 0 < XA <1 entonces Z= Az + (1 — A)zp € Z y vale d(Z, ¢) < d(z0,¢) =d(Z,¢)
lo que es un absurdo. Luego debe ser a.z # b para todo z € Z.

Veamos ahora que a.z > b para todo z € Z 0 az < b para todo z € Z. Supongamos que no. Sean 21,22 € Z
tales que a.z; > by a.zo < b. Probaremos que entonces existe z € Z tal que a.z = b, cosa que vimos que no
puede ocurrir.

b—a.z

Sea A = ——————. (Notar que a.z1 # a.z3 pues a.z; > by a.z3 <b).
a.z1 — a.z9

Dejamos a cargo del lector verificar que 0 < A < 1. Luego z = Az; + (1 — A)z2 € Z y ademds vale
a.z = a.(Az1 + (1 = XN)z2) = Aa.z1 — a.z2) + a.z2 = b. Luego az > b para todo z € Z o0 az < b para todo
z € Z.

Si ocurre lo primero se obtiene el hiperplano buscado. Si ocurre lo segundo, entonces —az > —b para todo
z € Z y el hiperplano buscado es H = { € R" / (—a)x = (=b)}. o

Ahora estamos en condiciones de probar el lema que necesitaremos para demostrar el teorema de dualidad.

Lema 4.2. (Lema de Farkas) Sean U € IRF*", ¢ € IR™. Entonces son equivalentes:

HWUx>0= cax>0

ii) 3y € R*, y > 0 tal que ¢ = y.U

Demostracién:

ii) = 1) es trivial

i) = ii) Sea Z = {z € R" / z = y.U para algun y > 0}.

Supongamos que ii) no vale. Entonces para todo y > 0 vale y.U # ¢, es decir, ¢ ¢ Z.

Como el conjunto Z es convexo y cerrado en IR™ entonces por el teorema anterior existe un hiperplano
H ={x € R"/ax = b} tal que ac =by az > b para todo z € Z. Por lo tanto ac < az para todo z € Z. En
particular, como 0 € Z resulta que ca = ac < 0.

Por otra parte, para todo y > 0, y.U € Z. Luego, b < a.y.U = y.U.a para todo y > 0.

Veamos que U.a > 0:

si U.a = (dy,...,dg), para todo (y1,...,yx) > 0 vale b < y1dy + - - - + yrd. Supongamos que d, < 0 para

algun r. Como b = a.c < 0 entonces — > 0.

dr
0 sij#r
Y; = b

. sij=r

Sea y definido por

Entonces y > 0 y vale y.U.a = b, cosa que no puede ocurrir. Luego debe ser U.a > 0. Por lo tanto a € R"
satisface c.a < 0y U.a > 0, lo que contradice i). o

Antes de demostrar el teorema de dualidad necesitaremos un tultimo resultado que nos permitira dar una
caracterizacién de los puntos éptimos de (P).

Consideremos el problema
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min cx

Az >b (P)

Definicién 4.3. Dado zy € IR" tal que Axg > b, definimos el conjunto de indices de las restricciones activas
en el punto factible o como el conjunto I(xg) = {i / (Azg); = b;} (donde (Axg); denota la i-ésima fila de la
matriz Ax).

Definicién 4.4. Dado zg € R" tal que Azy > b, diremos que £ € IR™ es una direccion factible para g si
existe « € IR, a > 0 tal que A(zg + &) > .

Proposicién 4.5. Sea xy € IR™ tal que Axg > b (es decir, una solucién factible de (P)). Entonces se verifican
las condiciones siguientes:

i) cualquiera sea & € IR™ existe a > 0 tal que Vi ¢ I(x) vale (A(zo + af)); > b;
ii) si i € I(zo), cualquiera sea o > 0 se satisface

(A(zo + af)); > b; siy solosi (AE); >0

iii) € es una direccién factible para xg si y sélo si (A€); > 0 para todo i € I(xo)
iv) xg es un 6ptimo de (P) si y sélo si ¢ > 0 para toda direccién factible £
v) xo es un 6ptimo de (P) si y sélo si vale la implicacién

(Af); > 0 paratodoi € I(zg) = ¢£>0

Demostracion:
i) Para cada i ¢ I(zo) vale (Azg); > b;, es decir (Axg); — b; > 0. Sea o > 0 tal que

(A’Jlo)z — bz
o= —(A&);

para todo i ¢ I(zo) / (AE); < 0.
Entonces para todo i ¢ I(xg) es —a.(AE); < (Axzg); — b; (para los i tales que (A€); < 0 por la eleccién de «
y para los i tales que (A€); > 0 porque (Azg); — b; > 0). Luego

bi < (Awo); + a(AL); = (Ao + af))s

ii) Basta notar que (A(zg + af)); = (Axo); + a(AE);

iii) (=) es inmediato a partir de ii). Veamos la otra implicacién. Supongamos que (A¢); > 0 para todo
i € I(zg). Sea a > 0 tal que Vi ¢ I(xg) vale (A(zo+af)); > b; (su existencia estd garantizada por i)). Como
ademads (A(zo + «f)); > b; para todo i € I(xg) por ii) entonces £ es una direccién factible.

iv) Supongamos que z es un 6ptimo de (P). Si & es una direccién factible entonces existe « > 0 tal que
Az + &) > b. Luego debe ser ¢(xg + af) > cxg de donde resulta que c¢£ > 0.

Reciprocamente, si c€ > 0 para toda direcciéon factible &, sea x tal que Az > b. Veremos que cx > cxyp.

Sea £ = x — xy. Entonces A(xg + &) = Az > b. Luego ¢ es una direccién factible (con o = 1). Por lo tanto
c(x —xg) =c >0y asi cx > cxy.

v) (=) Supongamos que xo es un 6ptimo de (P). Si (A); > 0 para todo i € I(zg) entonces & es una
direccién factible por iii) y en consecuencia ¢ > 0 por iv).

(«<=) Por iii), para toda direccién factible £ es (A&); > 0 para todo ¢ € I(xp). Luego, para toda direccién
factible £ vale ¢£ > 0. Entonces x( es un éptimo de (P) por iv). o

Ahora si estamos en condiciones de demostrar el teorema.
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Teorema 4.6. (Teorema de dualidad). Consideremos los siguientes problemas de programacion lineal

min cx max yb

Az >b (P) yA=c (D)
y=>0

(primal)
(dual)

donde A € R™*™ ¢ € IR" y b € IR™. Supongamos que existe un zg que es solucién 6ptima del problema
(P) (es decir, Azg > by el minimo de cz sobre el poliedro {Ax > b} es cxzp). Entonces existe yo > 0 tal que
YoA = ¢ y el mdximo de yb sobre el poliedro {yA = c Ay > 0} es igual a yob (es decir, yp es una solucién
6ptima del problema (D)) y ademds se verifica que cxg = yob.

Demostracién: Sea z¢ un punto éptimo de (P). Entonces

(Af); > 0 paratodoi € I(zg) = ¢£>0

Si I(xg) = {i1,...,ix}, sea U € RF*" la submatriz formada por las filas iy, ..., i, de A. Entonces se tiene
que
UE>0 < (AE£); >0 paratodo i € I(x)
Por lo tanto
Ue>0 = ¢£>0

Entonces, por el lema de Farkas existe y' € IR¥, 4/ > 0, tal que ¢ = y'.U. Sea y € R™ definido por

0 st A

Y=y, sij=i(1<s<k)

Se tiene entonces que y > 0 y que ¢ = y.A. Esto muestra que y es una solucién factible de (D).
Ademds, y.A.xg = y.b. En efecto, si i € I(xp) entonces (A.xg); = b; de donde y;.(A.xg); = y;.b; y sii & I(xp)
entonces y; = 0 de donde y;.(A.zg); = 0 = y;.b;. Luego, c.xg = y.Axg = y.b.
Por tltimo, veamos que y.b es un méximo de (D). Sea z una solucién factible de (D). Entonces z > 0y

c=2z.A. Como b< A.xgy z >0 resulta que 2.b < z.A.xg = c.xg = y.b. Por lo tanto z2.b < y.bo

Corolario 4.7. Los siguientes problemas son duales

min cx max yb
Az =b (P yA<c (D)
x>0

Demostracién: Transformemos (P’) de manera tal que tenga la forma de (P) y apliquemos el teorema de
dualidad

min cx min cz
>
AAZ 2 b b es decir, A b
(—A)z = (=b) —Alz>|-b
z20 I 0
cuyo dual es

b

max y| —b

0

A

y. | —A | =c
1
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Tomando y = (u,v, s) resulta

maxub — vb
uA—vA+Is=c

u,v,8 >0
y tomando y = u — v es
max yb
yA+Is=c es decir, max yb
s>0 yA<e

tal como queriamos probar. o
Observacién 4.8. Si x es una solucién factible de (P’) e y es una solucién factible de (D’) entonces yb < cz.

Teorema 4.9. (Teorema de la holgura complementaria). Consideremos los problemas duales

min cx max yb
Az =b (P yA<c (D)
x>0

Entonces x e y son soluciones 6ptimas de (P’) y (D’) respectivamente si y sélo si son factibles y para cada
1 < 7 < n se verifica

(Cj — Zyiai]) Xj = 0
=1

Demostracién: Supongamos que = e y son soluciones éptimas de (P’) y (D’) respectivamente. Entonces
son factibles y satisfacen cx = yb. Como Az = b entonces yAx = yb = cx de donde (¢ — yA)x = 0. Luego,
como (¢ —yA); >0,z; >0y (c—yA)rz1+ -+ (c— yA)nzy = (¢ — yA).x = 0 entonces

0=(c—yA)jz; = (Cj - Z?ﬁ%‘j) a; (1<j<n)
i=1

Reciprocamente, si x e y son factibles y para cada 1 < j < n se verifica

(Cj — Zyiai]) Xj = 0
=1

entonces (¢ — yA);.z; = 0 para todo j, de donde (¢ — yA).x = (¢ — yA)1x1 + - - + (¢ — yA)px, = 0. Luego
yAx =cry Az =b. Luego, cx = yAx = yb.

Falta ver que x es un minimo y que y es un méximo. Para toda solucién factible u de (P’) es Au = by
u > 0. Luego, yAu < cu pues yA < ¢ de donde cx = yb = yAu < cu.

Anélogamente, para toda solucién factible z de (D’) se tiene que zAx < cx para todo x > 0 pues zA < c.
Luego, como Az = b resulta que yb = cx > zAx = zb. o

Observacién 4.10. Hemos probado que si xg e yo son soluciones factibles de (P’) y (D’) respectivamente
y satisfacen crg = yob entonces xg e yo son 6ptimos.

5. Transformacién pivote.

Sean A e R™*" ceR", beIR™y z € R.
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Consideremos el problema de programacién lineal

min 2

—z+4cxr = —2g
Az =b (2)
x>0

donde las variables z y « toman valores en IR y IR™ respectivamente.
Escribiendo matricialmente a (2) en la forma

min z
1 ¢ -2\ _ (%
0 A)J ' \xz ) b
x>0
consideremos la matriz ampliada
1 ¢ | =2
0 A | b
(a la que llamaremos tableau) donde llamaremos fila cero a la fila (1 ¢1 ¢o -++ ¢, — 20) y filas 1,2,...,m
a las restantes filas contadas de arriba hacia abajo. Andlogamente llamaremos columna cero a la columna
1 . . .
( O) y columnas 1,2,...,n a las restantes columnas contadas de izquierda a derecha. Las soluciones del
sistema serdn vectores (z,z) donde z es un nimero real y = (z1,...,2,) es un vector de IR™.

El algoritmo simplex que vamos a describir resolvera este problema. Esto nos permitird resolver cualquier
problema de programacién lineal en forma standard

min cx
Ax =10
x>0
resolviendo el problema equivalente
min z
—z4cx =0
Ax =10
x>0
que tiene la forma de (2) para zo = 0.
Notar que (Z,T) es una solucién factible del segundo problema si y sélo si T es una solucién factible del

primero y el valor del funcional en ella es Z (es decir, ¢ = Z). Luego, si (Z,T) es una solucién éptima del
segundo problema entonces T es una solucién 6ptima del primero y el valor del funcional en ella es ¢z = Z.

El algoritmo realizara, en cada iteraciéon, una transformacién en el tableau

1 ¢ | -2
F =
=(3 5 | )
correspondiente a (2) que llamaremos transformacion pivote. El pivote serd elegido convenientemente entre

los coeficientes de A.

Sea (I'| A) la matriz ampliada de un sistema lineal, donde I' = (7;) o<i<m es una matriz de (m+1) x (n+1)
0<j<n

a coeficientes reales y A = (Mg, A1, ..., \m) €s un vector de R™*1L.
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Definicién 5.1. Sea 7, un coeficiente no nulo de I'. Llamaremos transformacion de la matriz (I'| ) con
pivote vrs a la sucesion de las operaciones elementales siguientes:

i) dividir la fila r por 7,s, es decir

1
F = F.,
Yrs
ii) restar a cada fila ¢ # r la fila » multiplicada por Tis , es decir
/ Vis .
F/=F,— —=F, (i #7r)

s

Observacién 5.2. Si (I | )') es la matriz obtenida mediante una transformacién con pivote ,, es decir, la
matriz cuyas filas son F}, ..., F/ entonces existe U € R(M+D*(m+1) inyersible tal que (TV| ) = U.(T'| \).
Luego, los sistemas I'c = A y IV = )\ son equivalentes. Ademds, la columna s de la matriz I tiene un uno
en la fila 7 y ceros en las restantes filas.

En efecto, basta observar que (I''|\') es la matriz

columna s
0s 7o: Yo: 0s
Yoo — 77: Yro cee Yos — 77: Yrs cee Yon — 77: Yrn | )\O - T:Ar
Jis Jis Jis Jis
Y10 — ')’7‘: Yro e Y1s — ’yr: Yrs oo Yin — ’yr: Yrn | AL — ,Y_TZ)\T
Jro drs Yrn | 1
Vrs T Vrs T Vrs Yrs T
Ame: Ame: Ams Ym:
Ymo — ,;:: Yro .-+ Yms — ,;:: Yrs -+ Ymn — ,YT:: Yrn | Am — ,;:: Ar

Observacion 5.3. Haciendo una transformacion pivote en la matriz

1 ¢ | =2
0 A | b

eligiendo un coeficiente a,s de A como pivote entonces la columna cero no se modifica. Luego, la matriz

1 | =z
0o A | ¥

Por la observacién 5.2., la columna s de esta matriz tiene un uno en la fila r y ceros en las restantes filas,
incluyendo la fila cero. Esto significa que ¢, = 0 y que la columna s de A’ es el vector e, (donde e, € R™
es el r-ésimo vector de la base candnica, es decir, el que tiene un uno en el lugar r y ceros en los restantes

obtenida es de la forma

lugares). Ademds, (z,x) es una solucién de

si y sdlo si lo es de

Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 5.4. Consideremos el problema de la forma

min z

dado por
min z

—z24+2x1 +x9 —x4 =2

3r1+x9 — 213+ 2204 =1

2z +3x2 + 23+ 14 =2
—r1taxo+xy =1
T1,T2,T3,T4 > 0

cuyo tableau es

1 2 1 0 -1 | 2

1 ¢ | =%\ [0 3 1 —2 2 | 1
(0A| b)_0231 1] 2
0 -1 1 0 1 | 1

Hacemos primero una transformacién con pivote en un coeficiente a,s de A, por ejemplo, a,s = a;; = 3. En
la matriz senalaremos el pivote marcdndolo con un asterisco.
Las operaciones de fila son:

2
Fy=F, - §~F1
1
F| = -.F
1 3 1
Fy=F — 2 F
2 — L2 3~ 1
F}=F3 — -1 F
3 =13 31
Por lo tanto
12 1 0 -1 | 2 1 0 1/3 4/3 —7/3 | 4/3
0 3* 1 -2 2 | 1 . 0 1 1/3 -2/3 2/3 | 1/3
o 2 3 1 1 | 2 o o0 7/3 7/3 -—-1/3 | 4/3
0o -1 1 0 1 | 1 0 0 4/3 —-2/3 5/3 | 4/3
Notemos que en esta tltima matriz a la que, para confundir al lector, volvemos a llamar ((1) jl } _bZ 0 ),
la columna uno de A es el vector e; y ¢; = 0. Ahora hacemos en ella una transformacién con pivote en un
coeficiente a,s de A, por ejemplo, a,s = az4 = —1/3. Las operaciones de fila ahora son:
7/3
F|=F, F:
0 0 ~1/3 2
2/3
Fl=F - ——.F
LT et
1
Fy = .
2T Ty
Fi,=F3— ﬂ.FQ
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Luego,
1 0 1/3 4/3 —-7/3 | 4/3 1 0 -16 —-15 0 | -8
0 1 1/3 -2/3 2/3 | 1/3 N 0 1 5 4 0 | 3
0o 0 7/3 7/3 —1/3" | 4/3 o0 -7 -7 1| —4
0 0 4/3 -2/3 5/3 | 4/3 0 0 13 1 0 | 8
C | —20

0 A | b
de A son e; y a ey respectivamente y ¢; = ¢4 = 0. Finalmente hacemos una transformacién con pivote en

. . 1
Asi obtenemos una nueva matriz, a la que volvemos a llamar < > tal que las columnas 1 y 4

un coeficiente a,; de A, por ejemplo, a,s = azz = 11. Las operaciones de fila seran

—15
Fy=F — —.F
0 0 11 3
4
Fl=F —-—.F
R T
-7
Fy=F - —.F
2 2 11 3
1
F,=—.F
ST
Luego,
10 —-16 —15 0 | -8 1 0 19/11 0 0 | 32/11
01 5 4 0 | 3 . 0 1 3/11 0 0 | 1/11
0o 0o -7 -7 1| —4 0 0 14/11 0 1 | 12/11
00 13 11* 0 | 8 0 0 13/11 1 0 | 8/11
. A ek . . .
Si ahora llamamos 0 A | ¥ a la dltima matriz obtenida se tiene que
1 3/11 0 0
A'=(0 14/11 0 1|, 2z, =-32/11, ¥ = (1/11,12/11,8/11) y ¢ = (0,19/11,0,0)
0 13/11 1 0©

y se verifica que las columnas 1, 4 y 3 de A’ son los vectores ey, e2 y e3 respectivamente y las correspondientes
coordenadas ¢, ¢} y ¢5 de ¢’ son nulas.

Notando que en cada paso hemos obtenido un sistema equivalente al anterior, resulta que el dltimo es
equivalente al original, de donde las soluciones de

1 2 1 0 -1 2

0 3 1 -2 2 !

0 2 3 1 1 T2 1= |9

0 -1 1 0 1 T3 1
T4

son las soluciones de
—z+19/11z9 = 32/11

T +3/11:c2 = ]./].].
14/11 29 + x4 = 12/11
13/11 x5 + x3 = 8/11

Ahora, tomando z2 = 0y (x1,24,23) = b = (1/11,12/11,8/11) y el valor del funcional z que queremos
minimizar como z = 2z, = —32/11 se obtiene una solucién del sistema original. La matriz

1 | =2
oA | v
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se obtuvo haciendo una sucesién de transformaciones pivote en el tableau original. Luego, por la observacion
5.2., existe una matriz inversible U € R*** tal que

1 2 1 0 -1 | 2
g0 3 1 2 2 [ 1) (1 | -5
o 2 3 1 1 | 2 0 A | ¥
0 -1 1 0 1 | 1

Como la columna cero permanecié constante, las columnas 1, 4 y 3 de A’ resultaron ey, es y e3 respectivamente
1 ¢ | =%

0 A | b’O ) forman la matriz identidad.

y como ¢j = ¢y = ¢ = 0, entonces las columnas 0, 1, 4 y 3 de (

Luego, las columnas 0,1,4 y 3 de la matriz son linealmente independientes, ya que si B es la matriz

1 ¢
0 A
formada por ellas entonces U.B = Iy (donde I4 es la matriz identidad de 4 x 4).

Esto muestra que la solucién (z,x) = (z,21,...,24) = (2},b},0,05,05) = (—=32/11,1/11,0,8/11,12/11) es
una solucién bésica y para esta solucién el valor del funcional z a minimizar es z = 2z, = —32/11. Adems4s,
en este caso esta solucién también es factible ya que x = (b],0,05,b5) y b’ > 0.

Observemos ademds que como los pivotes fueron elegidos entre los coeficientes de A entonces (A’ |V') es la
matriz que se obtendria si hiciéramos en (A |b) las mismas transformaciones pivote que hicimos en todo el
tableau. Por lo tanto los sistemas Az = by A’z = b/ también son equivalentes. Més ain, como las columnas
1,4y 3 de A’ forman la matriz identidad de 3 x 3 y ¥ > 0 entonces = = (b}, 0, b5, b}) es una solucién bésica
de Az = b que satisface © > 0y vale 2, = cx + 2z ya que (2, x) es solucién del sistema original.

Ejemplo 5.5. Consideremos ahora el problema

min z
—z+3x1 + dxo + Txg 4+ 224 = 10
1 +2x34+ x4 =0
200+ 20 — 23+ x4 =1
T, + 209 + 223 — x4 = 3
T1,T2,x3,24 > 0

cuyo tableau es

135 7 2 | 10
1 ¢ | =\ [0 10 2 1 | 0
0A ]| b ) o211 1 |1
012 2 -1 ] 3

Hacemos primero una transformacién con pivote en a,; = az; = 1. Las operaciones de fila serdn

FO’:FO—S.F3

Fl=F - F

Fy=F—2F;

Fj =F;

Por lo tanto

1 3 5 7 2 | 10 1 0 -1 1 5 | 1
0O 1 0 2 1 ] 0 N 0O 0 -2 0 2 | -3
0 2 1 -1 1 | 1 0 0 -3 -5 3 | =5
o1 2 2 -1 1] 3 01 2 2 -1 1 3
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Ahora hacemos una transformacién con pivote en a,s = a12 = —2. Las operaciones de fila seran
, 1
FOZF()*5-F1
1
Fl =—-ZF
1 9 1
3
FQ':FQ—E.Fl
Fé:FngFl
Por lo tanto
10 -1 1 5 | 1 100 1 4 | 5/2
0 0 -2 0 2 | =3 001 0o -1 3/2
—
00 -3 -5 3 | =5 000 -5 0 | —-1/2
01 2 2 -1 | 3 01 0 2 1 0
Finalmente hacemos una transformacién con pivote en a,s = ass = —5. Las operaciones de fila serdn
, 1
FO:FOJrg.FQ
F =F
Fy=—-1
, 2
F3:F3+3.F2
Por lo tanto
100 1 4 | 5/2 10 0 0 4 | 24/10
001 0 -1 3/2 . 0010 -1 | 3/2
000 =5 0 | -1/2 0001 0 | 1/10
o10 2 1 | O 0100 1 | —-1/5
Luego el sistema
1 ¢ —z\ _ ([ —%
0 A) '\ z ) b
es equivalente al sistema
1 —z\ (%
0 A ) \z /) LV
donde
01 0 -1 3/2
A=10 01 0 |,=1|1/10 |, 20=-24/10y ¢ =(0,0,0,4)
1 0 0 1 -1/5

es decir, al sistema
—z+4x4 =24/10

XTo — x4 =3/2
23 = 1/10
x1+x4=-1/5
Como la matriz formada por las columnas 2,3y 1 de A" es I3 y ¢ = ¢5 = ¢} =0, tomando ahora x4y =0y

(xo,23,21) =V = (3/2,1/10,-1/5) y z = z, = —24/10 obtenemos una solucién bésica (z,z) del problema
dado, pero esta solucién no es factible ya que b’ tiene una coordenada negativa.
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En general, consideremos el problema (2), es decir, el problema

Supongamos que haciendo en el tableau
1 ¢ | =20
0 A | b

una sucesion de transformaciones pivote donde en cada una el pivote es alguno de los coeficientes de las filas
entre 1 y m y las columnas entre 1 y n de la matriz obtenida con la transformacién anterior, obtenemos el

I
oA | v

y supongamos ademds que A’ contiene m columnas (llamadas unitarias) que permutadas convenientemente

tableau

forman la matriz identidad I,,, de m xm, que las coordenadas de ¢’ correspondientes a esas columnas unitarias
son nulas y que b’ > 0. Entonces, si el vector e se encuentra en la columna iy de A’, tomando 2’ definido

por x; =0 para j #i1,...,im ¥ (¥,,..., 7] ) ="V se tiene que 'z’ =0 (pues ¢;, =0,...,¢; =0ya;=0
para j # i1,...,4m). Ademds, si B es la submatriz de A’ formada por las columnas i1, . . .4, de A’ entonces,
como x; = 0 para j # i1,. .., im,
/
Ty
Alxl_Bl . _Blbl_bl
x/

im
ya que B’ = I,,,, pues la columna j de B’ es la columna i; de A’ que es el vector e; (1 < j < m).
Luego, e’ =0y A’2’ =¥, de donde resulta que (z{,z’) es solucién de

(b 2)-()- ()

y por lo tanto es solucion del sistema equivalente

1 ¢ —-z\ _ ([ —=
0 A)' \z ) b
Ademds, como b’ > 0, entonces z’ > 0.

1

Por dltimo, como las columnas 0,11,...,%,, de (0 A

) forman la matriz identidad I,,+; entonces las

columnas 0, 71, .. ., %, de son linealmente independientes. Esto muestra que (z{, z’) es una solucién

1 ¢
0 A
bésica y factible de (2) y el valor del funcional en ella es z),. Mds ain, 2’ es una solucién bédsica de Ax =b
(pues las columnas 41, . . ., i, de A’ forman la matriz identidad I, y A’ se obtuvo de A mediante una sucesién
de transformaciones pivote) que satisface ' > 0y z{, = ca’ + 2o pues (z(, ') es una solucién factible de (2).
(1 —z{ . . . .
Si ( 0 z, I bfo) fuese el tableau obtenido por el algoritmo en una iteracién, entonces el tableau co-
rrespondiente a la iteracién siguiente se obtendra a partir de él haciendo una transformacién con el pivote
elegido entre los coeficientes de A’.
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. (1 ¢ —Z , . . . — . e
Si ( 0 % I g 0) es el tableau asi obtenido, es facil ver que entonces A contiene m columnas unitarias y

que las coordenadas de ¢ correspondientes a esas columnas unitarias son nulas. Si ahora el vector ey se en-
cuentra en la columna i}, de A entonces tomando T definido por T; = 0 para j # i},...,il, y Tty oo, Tag, ) = b
resulta que (Zo, T) es una solucién bésica de (2), el valor del funcional en ella es Zy, y que es factible si y sélo
si b > 0. Luego, si elegimos el pivote para que resulte b > 0y Zg < 2, resulta que (Zo,T) es una solucién
bésica y factible de (2) y el valor del funcional en ella es menor o igual que el valor del funcional en la
solucién bésica y factible (z(,z") que teniamos presente en la iteracién anterior. Ademds, T es una solucién
bésica de Ax = b que satisface T > 0 t Zg = ¢T + z9. Luego, cualquiera sea zy, T es una solucién bésica y
factible del problema en forma standard
min cx

Azrz =D
x>0

que satisface ¢T = Zo — 29 < 2 — 20 = ca’. M4ds aun, si (Zo,T) fuese una solucién 6ptima de (2) entonces,
cualquiera sea zg, T seria una solucién éptima del problema en forma standard y el valor del funcional en
ella seria ¢ = Zg — 29. En efecto, si x es una solucién factible del problema en forma standard entonces
tomando z = cx + zp resulta que (z,z) es una solucién factible de (2). Luego debe ser Zp < z, de donde
CT =729 — 20 < 2— 29 =cx.

Veamos ahora cémo debemos elegir el pivote a’., para que valga b > 0y Zy < 2. Como

’
a.; . .
_ by — —=b,. parai#r
. s

para i =r

/
ars

y b’ > 0, entonces debe ser al., > 0 para que resulte b, > 0y debe valer b, > Jib’ para todo i # r, es decir,
b v,
a; e
des,lgualdad que queremos vale trivialmente). Luego, cualquiera sea s, r debe satisfacer

s > 0 (ya que como a., > 0y V' > 0 entonces para ¢ tal que a}, < 0 la

Notemos que para poder elegir r debemos conocer s. Veamos entonces cémo eleglr s para que valga Zg < z{).

Como —Zg = —z} — —=bl., es decir, Zg = 2{, + —=b!. entonces Zy < 2{, si y sélo si —=b. <0, si ysélosic, <0
(pues ar., >0y b, > 0) Pero cuando ¢, =0 enTtonces Zo = 2. Como nuestra mten(:lon es disminuir el valor
del func1ona1, pediremos entonces que s sea elegido verificando ¢, < 0.

En definitiva, primero elegiremos s tal que ¢, < 0y luego r tal que

Observacion 5.6. No siempre se puede lograr transformar mediante operaciones pivote un sistema
1 ¢ -2\ _ (%
0 A)J'\z ) b
1 AN )
0o A) \z ) LV

en uno equivalente
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con A’ conteniendo una submatriz permutacién, las correspondientes coordenadas de ¢’ nulas y b’ > 0. Esto
se debe a que hay problemas que no tienen soluciones factibles. Por ejemplo:
min z
—z+ 211 + 23 =2
T, +ax9 —x3=1
r1+2x9=0
x>0
no tiene ninguna solucién factible.
Maés atn, hay sistemas que no tienen solucién:
T1+ T2+ 23 =2
1 —x2 =0

209 +x3 =1

Pero esto siempre es posible si el tableau de partida (1 c | ZO) satisface que A tiene m columnas

0 A | b
que permutadas convenientemente forman la matriz identidad de m x m, que las coordenadas de ¢ corres-
pondientes a esas columnas son nulas y que b > 0. Es por esta razén que pediremos que el tableau inicial

tenga estas propiedades.

6. Estructura general del algoritmo simplex.

Sean A € IR™*™ una matriz de rango m, ¢ € IR"™ y sea b € IR™. Denotaremos con [ a la matriz identidad
de k X k.

Definicién 6.1. Diremos que A contiene una matriz permutacion de I, sii tiene m columnas que permutadas
convenientemente forman la matriz identidad de m x m, es decir, si existen m columnas i1, ..., %, de A tales
que la columna i es el vector ex. En tal caso llamaremos a las columnas i1, ..., i, de A columnas unitarias.

Definicién 6.2. Diremos que el sistema lineal
1 ¢ —z\ _ ([ —%
0 A) \x ) b
1 ¢ | —2
0 A | b

estd en forma canonica si valen las dos condiciones siguientes:

o también que el tableau

i) A contiene una matriz permutacién de I,,,, es decir, contiene m columnas unitarias i1, . .., i, , que forman
la mantriz identidad de m x m.

ii) Las coordenadas de ¢ correspondientes a las columnas unitarias 41,...,4,, de A son nulas, es decir,
Ciy :07~-~;Cim =0.

- . . . 1 .
Notemos que estas dos condiciones son equivalentes a pedir que la matriz < 0 Z) contenga una matriz
permutacién de I, 4.

Ejemplo 6.3. Si

—_

A= c=1(2,0,1,0,0,—-1) b=(2,1,1/2) y z=1

== =
S = O
O‘
—_
_ o o
o O =
—_
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(b 3)- () =(3)

esta en forma canodnica. En efecto, reemplazando en

(o 3)()=()

entonces el sistema

queda
1 20 1 0 0 -1 1
010 1 01 -1 —z\ _ 2
o011 -1 00 1] ( x ) 1
010 0 1 0 2 1/2

En este caso las columnas i; = 5, io = 2 e i3 = 4 de A forman la matriz identidad de 3 x 3. Las coordenadas
de ¢ correspondientes a estas columnas, cs, c3 y ¢4, son nulas.

(o 3)(2)=()

que esté en forma candnica, tomando T;, = b1, Ti, = b2, ..., Ty,, = by, v las restantes coordenadas de T

Para cada sistema

iguales a cero, se obtiene un T que satisface AT = by ¢& = 0 (pues T; = 0si j # 41,...,0m ¥y ¢; = 0 si

0 A
forman la matriz identidad I,,4+1 y la coordenada j-ésima de (z0,T) es nula para j # 0,41,...,%m ¥, POr

j = i1,...,im). Luego, (20,T) es una solucién bésica de (2) pues las columnas 0,41, ...,4,, de <1 C)

razones andlogas, T es una solucién bésica de Az = b. Ademds, si b > 0 resulta T > 0. En tal caso, (29, T)
es una solucién bdsica y factible de (2). El valor del funcional en esta solucién es z = zy pues ¢Z = 0.

Observacion 6.4. Es ficil ver que si hacemos una transformacién pivote en un sistema canénico obtenemos
otro sistema candnico. La fila r y la columna s correspondientes al pivote elegido determinan cudles son las
columnas unitarias del nuevo sistema en la forma

i ij sij#r

J s sij=r
Decimos entonces que la columna i, sale de la base y que la columna s entra en la base.
A continuacién daremos una idea de la estructura del algoritmo.

En cada iteracién, partiremos de un sistema lineal

b 3)- ()= (%)

que esté en forma candnica y tal que b > 0 y obtendremos, mediante una transformacién pivote en la matriz
1 ¢ | =2
0 A | b
1 —z\ (=%
0 A ) \z ) ¥V

que también estard en forma candnica (ver observacién 6.4), tal que ¥’ > 0 y de manera que z{), < zp. El

otro sistema equivalente

pivote serd un cierto coeficiente a,5 de A, donde r y s serén elegidos para que valgan b’ > 0y 2 < zp. De
esta manera el algoritmo encontrard, en cada iteracién, una solucién bdsica (z{, T') con el valor del funcional
en ella menor o igual que el valor del funcional en la solucién anterior (zo,T). El algoritmo sélo se podrd
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aplicar cuando el sistema de partida esté en forma canénica y valga b > 0. En los casos en que esto no
ocurriera recurriremos a un proceso previo llamado FASE 1 que nos permitird estar en condiciones de aplicar
el algoritmo.

Al finalizar el algoritmo, si el problema tenia solucién éptima, entonces la solucién béasica obtenida a partir

1 ¢ | =20
0 A | b

construido serd una solucién 6ptima del problema. Para determinar esta solucién (zg,T) debemos conocer

del ultimo sistema candnico

cuéles columnas i1, ...,4, de la matriz A son las columnas unitarias (donde i) es la columna de A donde
estd el vector ey), ya que T es el vector definido por

0 sijAinim
YT\ by sij=in (1<k<m)

Luego, en cada iteracién actualizaremos los valores de i1, ...,4,. Para ello, en cada paso escribiremos a la
izquierda de cada fila k de la matriz del sistema el valor de 45 correspondiente en la forma

1 a ... e | —2
il 0 ail e QA1n | b1
iQ 0 ag1 e a92n | bg
. |
Im N0 am1 ... Gmn | Dm

Cada vez que se efectiia una operacién con pivote en un coeficiente a,s de A, los nuevos valores de iy se
pueden calcular a partir de los anteriores en la forma descripta en la observacién 6.4.

7. El algoritmo simplex en el caso candnico.

Consideremos el problema
min z

—z4cr = —2
Az =b
x>0

1 ¢ —z\ ([ —%
0 A)J'\z ) b
Recordemos que en la matriz ampliada del sistema
1 ¢ | =2
0 A | b

hemos llamado fila cero a la fila (1 ¢1 ¢2 -+ ¢, — 29) y columna cero a la columna (é) .

y supongamos que el sistema

estd en forma candnica y que b > 0.

Sean Fi, ..., Fy, las restantes filas. Luego, si A; denota la i-ésima fila de A entonces F; = (0 A; b;). De este
modo una transformacién con pivote en un coeficiente de la fila r y la columna s (1 < r <m, 1 < s < n)
es una transformacién con pivote en el coeficiente a,; de A. Notemos que si hacemos una transformacion
con pivote en un coeficiente de A en un sistema canoénico el sistema que obtendremos volvera a ser candnico
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(ver observacién 6.4.) y como los pivotes se eligen entre los coeficientes de A entonces la columna cero
permanecerd invariante (i.e., la nueva columna cero serd el vector e1). En efecto, como las operaciones son

Cs
Fy=F, — F.
Qrs
F/ - F Qs F.sii
I—F— 2R ity
s
1
F = —F,
a’l"S
. . . . 1 | =z .
se tiene que la columna cero permanece invariante y la matriz resultante 0o A | W satisface
d=c;i— g
= ¢ j
! ars
Cs
—z0 = —20 — b,
Qrs
@
! 18 . .
A, =4, —-—A, sii#r
TS
1
Al = —A,
a’l"S
Qs ..
b, =b; — —b, sii#r
TS
1
bl = —b,
Qrs

Los pivotes seran elegidos de manera tal que valgan b’ > 0y z{ < zg. Para ello, tal como vimos en la seccién

5., basta elegir un valor de s tal que ¢s < 0 y luego un valor de r tal que ;’f = min{ b; / ais > O}.

Ais
Veremos a continuacién qué sucede si no es posible elegir s o r en esta forma, es decir, si no existe s tal que

cs < 0 o si para s tal que ¢; < 0 el conjunto abi

[ ais > 0} es vacio, es decir, no existe 7 tal que a;s > 0.

Proposicién 7.1. Si As tal que ¢; < 0 entonces (2o, T) es una solucién 6ptima de

min z

donde T estéd definido por
_ 0 sijir,...,im
l‘j = b s 1<k <
ke sij=ir (1<k<m)
siendo iy la columna unitaria de A que corresponde al vector ey, que verifica ademas ¢;, =0

Demostracién: Como ¢Z = 0 (pues z; = 0 para todo j # i1,...,%9m ¥ Ciy, ..., Ci,, = 0) entonces (zo,T) es
solucién de

—z+cx
Az =10
x>0

—Z0

Supongamos que (z’,z’) también sea solucién. Entonces z’ = zg + cx’ > 2o pues 2’ > 0y, por hipétesis,
¢ > 0. Esto muestra que (29, Z) es una solucién éptima. o
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Proposicién 7.2. Sea s tal que ¢s < 0. Si no existe 4, (1 < i < m) tal que a;5 > 0 entonces

min z
—z4cxr = —2g

Ax =b

x>0

no tiene ninguna soluciéon factible que sea 6ptima.

Demostracion: Supongamos que a;s < 0 para todo 1 < ¢ < m y que existe una solucién factible éptima

(2, ).
El sistema lineal es
1 ¢ —z\ [ —%0
(0 5)-(2)-(3)

donde la columna i; de A es el vector e; (1 <i<m), ¢;; =0,...¢;,, =0y b>0. Como (2, ) es solucién
entonces z = zg + cx. Ademas, s # i1, .. .4, pues cs < 0.
Sea y > 0 definido por

1 sij=s

yj={aks sij=in(1<k<m)
0 en otro caso

Notemos que como ¢;; =0,...,¢;,, = 0 entonces cy = csys = ¢s. Ademads, como la columna ¢; de A es el

m

vector e; entonces

o 0 sik#j
MiT 1 sik=3j

Luego, teniendo en cuenta que ys = 1 resulta que, V1 < k < m,
(Ay)r =ar1y1 + -+ QknlYn =
=0kiy Yiy + 0+ Okiy, Vi, + QksYs =

=Yij, T Qks = —Qks + Qs = 0

de donde Ay = 0. Tomando =’ = x + y se tiene que '’ > 0y Ax’ = b. Luego, si 2z’ = 2y + cx’ resulta que
(z/,2) es una solucién del sistema lineal y 2’ > 0.

Pero 2/ = zo+cx’ = 2o+ cx + cy = 2+ ¢4 < z, cosa que contradice el hecho de que (z,x) era una solucién
Optima. o

Descripcion del algoritmo.

Dado un sistema lineal
1 ¢ -2\ _ (%
0 A) '\ z ) b

que estd en forma canodnica y que satisface b > 0, el algoritmo realiza los siguientes pasos a partir de la

matriz
1 ea .. e | —20
il 0 ail e QA1n | bl
iQ 0 a1 e A92n | bg
im N0 @mi ... Gmn | bm

donde iy es la columna de A donde esté el vector ey.
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1. Elegir una columna s de A tal que ¢s < 0. Si no existe, stop (la presente solucién bésica (2o, T) es 6ptima).

br :min{b—_i/ais > O}

a’l"S 18

2. Elegir una fila r de A tal que

Si el conjunto fuera vacio, es decir, A tal que a;s > 0, stop (el problema no tiene solucién éptima).
b b )
3. Hacer una transformacioén con pivote en a,s y poner

y :{ik sik#r

1 .
k s sik=r

1 | =z
oA | v

es la matriz obtenida en el paso 3., actualizar en la forma c = ¢, A=A, 29 = 2, b ="V, i, =i,
5 Iral.

4. Si

Ejemplo 7.3.

Apliquemos el algoritmo simplex para resolver el problema en forma standard

min xo—3x3 + 225

T, + 3Ty —x3 + 205 =7

—2x9 +4x3 + 14 =12
—4xo + 3x3 + 85 + 6 = 10

x>0
Para ello, lo escribimos en la forma equivalente
min z
—z+cr = —2g
Ax =
x>0
donde ¢ = (0,1,-3,0,2,0), b= (7,12,10), 20 =0y
1 3 -1 0 2 0
A=10 -2 4 1 0 0
0 -4 3 0 8 1

En este caso, el vector e estd en la columna 1 de A, el vector es en la columna 4 y el vector e3 en la columna
6. Es decir, i1 = 1, i = 4, 13 = 6. Luego, la matriz a la que aplicaremos el algoritmo es

10 1 -3 020 ] O
1101 3 —-10 20| 7
410 0 -2 4 1 0 0 | 12
6 \0 0 -4 3 0 8 1 | 10
Observemos que este sistema estd en forma candnica y que b > 0, por lo tanto estamos en condiciones de

aplicar el algoritmo.
Ahora debemos determinar la fila r y la columna s del pivote. La columna s debe elegirse tal que ¢s < 0,
luego debe ser s = 3 (recordemos que la primera fila y la primera columna de la matriz

1 ¢ | =2
0 A | b



28 Optimizacién Combinatoria

son la fila cero y la columna cero).
Ahora determinemos el r correspondiente a s = 3: la fila r se elige tal que

. b2 b?, b2
=min{——, — p = —
a3 G33 a23

b b:
pues 2 = 12/4y 3 = 10/3. Luego, r = 2 de donde a,s = a3 = 4. Indicaremos el pivote en la matriz
a23 as3

con un asterisco.

Mediante la transformacién pivote el sistema

10 1 -3 020 O
1/01 3 -1 020 | 7
4 00 -2 4 1 0 O | 12
6 \0 0 -4 3 0 8 1 | 10
se transforma en
10 —-1/2 0 3/4 2 0 | 9
1101 5/2 0 1/4 2 0 | 10
3100 —-1/2 1 1/4 0 0 | 3
6 \0 0 =5/2 0 -3/4 8 1 | 1
ya que las operaciones de fila son:
%:%—%&
F{:E—%FQ (i=1,3)
F
Fy=2=2

4

y las nuevas filas unitarias son

i,‘:{z’j sij#r :{ij sij#2

J s sij=r 3 sij=2
La solucién (zg,Z) correspondiente es (—9,10,0,3,0,0,1) con un valor del funcional z = —9.
Luego, T = (10,0,3,0,0, 1) es una solucién bésica y factible del problema en forma standard dado y el valor
del funcional en T es zg = —9, es decir, Ty — 3%T3 + 2T5 = —9.
Como existe s tal que ¢; < 0, debemos hacer otra iteracién del algoritmo para obtener una nueva solucién
con menor valor del funcional.
Con el mismo criterio usado anteriormente, elegimos s = 2y r = 1 y hacemos las correspondientes operaciones
de fila y las actualizaciones de los indices de las columnas unitarias en

10 —1/2 0 3/4 2 0 | 9
1[0 1 5/2 0 1/4 2 0 | 10
3100 -1/2 1 1/4 0 0 | 3
6 \0 0 -5/2 0 —3/4 8 1 | 1

obteniendo
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1 1/5 0 0 4/5 12/5 0 | 11
2 ({0 2/5 1 0 1/10 4/5 0 | 4
310 15 01 3/10 2/5 0 | 5
6 \0 1 00 —-1/2 10 1 | 11

Ahora se tiene que ¢s > 0 para todo s. Luego, (29,Z) = (—11,0,4,5,0,0,11) es una solucién bésica éptima
de

min z
—z4cr = —2

Ax =b

x>0

donde ¢ = (0,1,-3,0,2,0), b= (7,12,10), 20 =0y

1 3 -1 0 2 0
A=(10 -2 4 1 0 0
0 -4 3 0 8 1

de donde resulta que T = (0,4,5,0,0,11) es una solucién bdsica éptima de

min ro—3x3 + 275
T1+ 39 —x3+ 205 =7
—xo +4x3 + 14 =12
—4x9 + 33 + 85 + 6 = 10
x>0

y en esa solucion el valor del funcional es zop = —11, es decir, Ty — 373 + 2T5 = —11.

Ejemplo 7.4.

Veamos que si cambiamos ligeramente el sistema del ejemplo anterior los resultados son completamente
diferentes. Consideremos el sistema

min zo — 33 + 225
T — T3+ 2x5=7
—2x9 +4x3 + 14 =12
—4xo + 3x3 + 85 + 6 = 10
x>0

Ahora la matriz a la que debemos aplicar el algoritmo es

10 1 -3 020 ] O
1101 0 -1 02 0 | 7
410 0 =2 4 1 0 0 | 12
6 \0 0 -4 3 0 8 1 | 10

Haciendo la correspondiente transformacion pivote, el tableau

10 1 -3 020 ] O
1/01 0 -1 0 20| 7
410 0 -2 4~ 1 0 0 | 12
6 \0 0 -4 3 0 8 1 | 10
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se transforma en

10 —-1/2 0 3/4 20 | 9
1 (o1 -1/2 0 1/4 2 0 | 10
3100 -1/2 1 14 00 | 3
6 \0 0 —5/2 0 —3/4 8 1 | 1

Ahora debemos elegir s = 2, pero a;s = a;2 < 0 para todo i. Esto significa que el problema no tiene una
solucién éptima.

8. El algoritmo simplex en el caso general.

Consideremos ahora el problema

min z
—z4cr = —2

Az =b

x>0
en general. Para poder aplicar el algoritmo simplex necesitamos que se verifiquen las siguientes tres condi-
ciones:
i) A contiene una matriz permutacién de I,,.
ii) Las coordenadas ¢;, ,. .., ¢;,, de ¢ correspondientes a las columnas unitarias i1, ..., i, de A son nulas.
iii)b>0

Observacién 8.1. Si iii) no valiera podemos utilizar, en lugar del tableau original

1 ¢ | =20
0 A | b
el equivalente obtenido multiplicando por -1 cada fila i para la que b; < 0. Por lo tanto siempre podemos

suponer que b > 0.

Observacién 8.2. Supongamos que tenemos un tableau

1 ¢ | =2
0 A | b
para el cual valen i) y iii). Si ii) no valiera, entonces podemos utilizar en su lugar el equivalente que resulta

de la siguiente operacién de filas
Fy=Fy— (ci, i+ +ci, Fn)

para el cual ahora valen i), ii) y iii).

En general, si el sistema dado no estd en forma candnica, encontrar un sistema equivalente que verifique 1),
ii) y iil) no es tan sencillo. Describiremos ahora una forma de proceder en esta situacién que nos permitird
resolver el problema conocida como FASE 1.

Dado el problema
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donde (tal como vimos en la observacién 8.1., podemos suponer que) b > 0, si este sistema no estuviera en
forma candnica consideremos entonces el problema auxiliar

min w
7w+81+"'+8m:0
Ax+ I,s=1b (3)
z,8 >0
cuyas soluciones serdn vectores (w, z,s), donde w € R, z € R™ y s € R™. A las variables sy, ..., s, que

no estaban en el problema original las llamaremos variables artificiales.
El sistema (3) siempre es factible: (w,z,s) = (b1 + -+ + b, 0,b) es una solucién del sistema lineal con
x,s > 0. Ademsds, su tableau es

1 0 0 e 0 11 ....1 ] 0

0 a1 ai2 A1n 1 0 0 | b1

1 0" 1m | 0 — 0 a1 as9 agn 0 1 0 | b2
Im | D E

0 ami amz2 -« Gmn 0 0 ... 1 | bp

Notemos que este tableau satisface 1) y iii). La FASE 1 consiste en resolver (3) aplicando el algoritmo simplex
al tableau equivalente

1 d Om | —UQ _
0 A L, | b )~
1 =3t an —Xtae .. =X am 0 0 0 | =Xt b
0 a1 ai2 N A1n 1 0 0 | b1
— 0 a1 ang ‘e a2n, 01 ... 0 | b2
|
0 ami Am2 .. Amn 00 ... 1 | b,

que estd en forma candnica y que resulta de hacer la operacién de filas
Fy=Fy— (Fi+-+ Fp)

(ver observacién 8.2.). Veremos a continuacién que una vez resuelto (3) con el algoritmo simplex (es decir,
finalizada la FASE 1) podremos determinar si (2) es factible o no y, en el caso en que lo sea, podremos
obtener un tableau que verificard i), ii) y iii). La FASE 2 consistird aplicar el simplex a este tableau.

Proposicion 8.3. Las siguientes condiciones son equivalentes

a) (2) es factible

b) (3) tiene una solucién éptima (w,x, s) que satisface w =0

Demostracién: Veamos primero que a) implica b). Sea (Z,T) una solucién factible de (2) y sean w = 0,
x =Zy s =0. Entonces (w,z,s) es una solucién factible de (3) que satisface w = 0. Veamos que es
6ptima: si (w’, 2, s’) es una solucién factible de (3) entonces w' = s} +---+ ., y s, > 0 para todo i. Luego
w >0=w.

Veamos ahora que b) implica a). Supongamos que (3) tiene una solucién éptima de la forma (0,z, s).
Entonces s >0y s1+---+ 8, =0 de donde s =0y por lo tanto Ax = Az + I[s =b. Ademas, x > 0. Luego
tomando Z = zg + cx y T = z resulta que (Z,T) es una solucién factible de (2). o

Veamos ahora la FASE 2.
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Por la proposicién 8.3., si (3) no tiene soluciones éptimas o el valor del funcional en cualquier solucién éptima
es no nulo entonces (2) no es factible. Luego, si (2) es factible, entonces al finalizar la FASE 1 el tltimo
tableau obtenido al aplicar el simplex al tableau inicial

1d0m|fu0
0 A I, | b

1 d f | o
oA T |V

que esté en forma candnica y satisfaga &’ >0, d >0y f' > 0.

debe ser un tableau de la forma

Sean ji,...,j, los indices j tales que d; > 0, donde d; es la j-ésima coordenada de d' y sean ki,...,kt
los indices j tales que la columna j de I’ no sea una columna unitaria. Notar que entonces d;- = 0 para
J#J1,---,Jrpues d >0y fj = 0para j # ki,...,kt pues si la columna j de I’ es unitaria entonces f; =0

1 d f | 0
0 A I |V

ya que

esta en forma candnica.
Consideremos los problemas

Az+1T's=0
;=0 Vj=j71,...,Jr (4)
SjZO ijk’l,...,kt
z,8 >0
y
Ax = (5)
x>0

Veremos que (2/, s") es una solucién de (4) si y s6lo si s’ =0y 2’ es una solucién de (5).
Sea (2, s’) una solucién de (4). Entonces (0,2’, s") es una solucién de

—wH+dz+ f's=0
Az +T's=b
z,s >0
ya que d'z" + f's’ = 0. En efecto, si j = ji,...,j, entonces x’; = 0y si j # ji,...,j, entonces d; = 0, por

lo tanto d’z’ = 0. Andlogamente, si j = k1, ..., k; entonces s = 0y si j # ki1,..., k; entonces f; = 0, por lo
tanto f’s’ = 0. Pero los sistemas

—w+dzr+fls=0
Az+1's=1

7w+51+...+5m:0
Ar+Is=b

1 d f | 0
0 A T |V

son equivalentes pues la matriz
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fue obtenida haciendo operaciones elementales de fila en la matriz
1 0, 1, | O
0 A I, | b

—w+8s1+--+8,=0
Az +1s=b
z,s >0

Luego (0,27, ") es solucién de

de donde
5/1+...+5;n:0

Az’ +1s' =b
', s >0
Entonces debe ser s’ = 0, y por lo tanto Az’ = b. Luego s’ =0y y &’ es solucién de (5).

Reciprocamente, si s’ = 0 y 2’ es una solucién de (5) entonces Az’ = by a’ > 0, de donde (0,2’,0) es una

solucién de
—w+Ss1+--+8,=0

Ax+1s=10
z,s >0
Luego es solucién del problema equivalente
—w+dzr+fls=0
Ar+T's=V
z,s >0
Por lo tanto d’'z’ = 0, de donde 2 = 0 para j = ji,...,j, (ya que para j # ji,...,jr es dj = 0 y para
J=Ji,---,jr esd; >0y’ >0)y se tiene entonces que (z’,s") = (z',0) es una solucién de (4) .
Hemos probado entonces que (2, s") es una solucién de
Az+T's=1b
:szo Vj:jl,...,j,«
s;=0 Vj=ky, ... k
z,s >0

siy s6lo si s’ =0y 2’ es una solucién de

Ax=1b (5)
x>0
Sea
‘LLZ{’JJEIRR/IL']':O Vj:jla"'ajr}*)IRnir
la biyeccion definida por
p(xr, . n) = (T1,. . Tg50 -0 Tp)

donde (z1,...,Zj,...,2y) es el vector que resulta de eliminar en (z1,...,2,) las coordenadas ji,...,j, ¥y
sea
y:{s€eR"/s; =0 Vj=ku,....,k}— R""
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la biyeccion definida por
Y($1y- ey 8m) = (81,3 Skys- -y Sm)

donde (s1,...,5%,---,5m) es el vector que resulta de eliminar en (sy,...,sy) las coordenadas ki, ..., k.

Consideremos el tableau
LToo |
0o A1 | V

1 ¢ 0 | —z
oA I | Y

que resulta de eliminar en

las columnas ji,...,j.,n+ k1,...n+ k., es decir, el que resulta de la matriz
1 d f | 0
1 ¢ 0 | —=
oA I | ¥

eliminando las columnas correspondientes a las coordenadas no nulas de d’ y las columnas correspondientes
a columnas no unitarias de I’ (recordemos que a la primera columna siempre la contamos como columna
cero y A tiene n columnas) y luego eliminando lo que quede de la fila (1 d' f’ 0)

Observemos que ¢u(z) = cx para todo = tal que z; =0 V5 = j1,...,J, pues € resulta de eliminar en c las
coordenadas ji, ..., jr-
Consideremos ahora el problema
min 2z
—z4cr=—2
Az +T's=V (6)

;=0 VYj=7J1,...,Jr
s; =0 Vi=ki,...,k
z,s >0
y notemos que (2,2, s") es una solucién 6ptima de (6) siy sélosi s’ =0y (z/,2’) es una solucién 6ptima de
(2) ya que (2/,s’) es una solucién de (4) si y sélo si s =0y 2’ es una solucién de (5). Dejamos a cargo del
lector verificar que (2/,2’, ") es una solucién éptima de (6) siy sélosi (2, s') = (u=H(u), 71 (v') y (2/,u', ")
es una solucion 6ptima de
min z
—z+cu=—2 (7)
Au+Tv =1V

u,v >0

1 2 0| -2
o AT | ¥

o al equivalente que esté en forma candénica mencionado en la observacion 8.2. si este no estuviera en forma
canénica. Esto es posible pues b > 0y (A I) contiene una matriz permutacién ya que

1 d f v 0
oA 1)\ "7\
S

era un sistema canénico, las coordenadas d} correspondientes a vectores unitarios eran nulas, con lo cual
estas columnas no fueron eliminadas y las columnas unitarias de I’ tampoco fueron eliminadas.

Ahora aplicamos el simplex al tableau
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Esto resuelve el problema (7). Si (7) no tiene solucién éptima, entonces (6), y por lo tanto (2), tampoco. En
caso contrario, sea (z’,u’,v") la solucién bésica éptima de (7) hallada por el algoritmo. Entonces tomando
¥ =p (W) y s =y71(v) resulta que (2,2, s’) es una solucién bésica éptima de (6) y por lo tanto s’ =0
y (2/,2") es una solucién bdsica éptima de (2).

Ejemplo 8.4. Resolvamos el problema

min 2x14+3x2 + 223 — 4 + 5
3x1 — 3xo+4r3 + 214 — x5 =1
1+ xo+x3 + 324 + 5 = 2

x>0

Primero lo escribimos en la forma equivalente

donde ¢ =(2,3,2,—1,1),20 =0, A= ( ) y b= (1,2), es decir,
min z
—z4 2214322 + 223 — x4 + 25 =0
3x1 — 3xo+4x3 + 204 — x5 =1
T1 + Tot+xs + 3x4 + x5 = 2

x>0
FASE 1: consideremos el problema auxiliar
min w
_w+31+"'+3m20
Ax+1,,s=10
z,s >0

conA<3 —3 42 _1),Im12<1 O>yb(1,,2),cuyotableaues

1 1 13 1 0 1
10 0 00 0 110
03 -342 110 |1
01 1 13 1 012

y hagamos la transformacién de filas Fjj = Fy — (F1 + - - - + F},,) que nos da el tableau equivalente que estd

en forma canédnica
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donde d = (—4,2,—5,—5,0) y z0 = 3. Ahora aplicamos el simplex

1 -4 2 -5 -5 0 0
0o 3 -3 4 2 -1 1
0

6
7\0 1 1 1 3 1

~1/4 —7/4 0 —5/2 —5/4 5/4 0 | —7/4

3/4  —3/4 1 1/2* —1/4 1/4 0 | 1/4 —
( 1/4  7/4 0 5/2 5/4 —1/4 1 | 7/4
1 7/2 -11/2 5 0 -5/2 5/2 0 | —1/2
0 3/2 -3/2 2 1 -1/2 1/2 0 | 1/2 —
(0 77/2 11/2* -5 0 5/2 -3/2 1 | 1/2

O 0 0 0 1 1 | 0
— 4 0 6/11 0 7/11 1 2/11 1/11 3/11 | 7/11 | =
2 \0 —7/11 1 —10/11 0 5/11 —3/11 2/11 | 1/11

(1 d o]0
“\loa 1 | ¥
o , , [/ 6/11 0 7/11 1 2/11\ , [ 1/11 3/11
dondesetlenecl—(0,0,0,0,0),f—(1,1),14—(_7/11 1 —10/11 0 5/11 I = S5/ 211
y b = (7/11,1/11).

FASE 2: Consideremos el tableau

1 d f | 0
1 ¢ 0 | O
oA I |V
es decir,
1 0 0 0 0 0 1 1 | 0
1 2 3 2 -1 1 0 0 | 0
410 6/11 0 7/11 1 2/11 1/11 3/11 | 7/11
2 \0 —7/11 1 —10/11 0 5/11 —=3/11 2/11 | 1/11

y eliminemos las columnas correspondientes a los indices j tales que d} > 0 y las columnas artificiales que
no son unitarias y luego descartemos la primera fila que es nula, obteniendo

1 2 3 2 -1 1 | 0
4o 611 0o 7/11 1 211 | 7/11
2 \0 —7/11 1 -10/11 0 5/11 | 1/11

Este tableau satisface i) y iii) pero no ii). Por lo tanto hacemos la transformacién de filas

Fi=Fy—ci, i —ci,Fo = Fy — c4Fy — caFoy = Fy — (—1)Fy — 3F>
obteniendo el tableau equivalente

1 49/11 0 59/11 0 —2/11 | 4/11
4o e6/11 0o 7/11 1 211 | 7/11
2 \0 —7/11 1 —10/11 0 5/11 | 1/11

que esta en forma candnica y volvemos a aplicar el simplex.

1 49/11 0 59/11 0 —2/11 | 4/11
4o 6/11 0o 711 1 211 | 7/11 —
2 \0 -7/11 1 -10/11 0 5/11* | 1/11
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1 231/55 2/5 275/55 0 0 | 2/5
— 4|0 4455 —2/5 1 1 0 | 3/5
5 \0 -7/5 11/5 -2 1| 1/5

Luego, tomando 2’ = —2/5, v’ = (0,0,0,3/5,1/5) resulta que (2’,u’) es el éptimo de

min z
—z+cu=—x2
Au+To =1V
u,v >0
y ahora tomando 2/ = p~1(v/) = (0,0,0,3/5,1/5) y ' = (0,0) se tiene que s’ = 0 y (z/,2’) es la solucién

Optima de
min z

con un valor del funcional 2z’ = —2/5, y por lo tanto = (0,0,0,3/5,1/5) es el 6ptimo de

min 2x14+3x2 + 223 — 4 + 5
3x1 — 3xo+4r3 + 204 — x5 =1
1+ xo+x3 + 324 + 5 = 2

x>0

con un valor del funcional cx = 2x1 + 3x2 + 223 — x4 + x5 = —2/5.

Ejemplo 8.5. Resolvamos ahora el problema

min —xl—i—%xg + 3x3 — 24
T1+To — x4 =1
To+2x3 + 214 = 2

2r14x0 — 4w — 4wy =0

x>0
FASE 1
100 0 0 1 1110
5011 0 -1 1001
6lo o1 2 2 0102
7\0 2 1 ~4 400 1] 0
Fy=Fy— (FA+ F>+ F)
1—3—323000|—3
50 1 1 0 -1 100 1
6lo o 1 2 2 010 2
7\0 2 1* 4 4001/ 0

F,=Fy+3F;, F/=F —Fs, F}=F, — F3, F, = F;
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1 3 0 -10 -9 00 3 | -3
5(0 -1 0 4 3 10 -1 | 1
610 -2 0 6 6 0 1 -1 | 2
2\0 2 1 -4 -4 00 1 | 0

Fy=Fy+3F, F{ = iF, F}=F, —2F,, F{ = F3 + 3 F}

1 0 0 2 0 3 0 0 | O
410 —-1/3 0 4/3 1 1/3 0 —-1/3 | 1/3
6l0 0o 0 -2 0 -2 1 1 | 0
2\0 2/3 1 4/3 0 4/3 0 —1/3 | 4/3

FASE 2:

1 0 0 2 0 3 0

1 -1 1/2 3 -1 0 0
40 -1/3 0 4/3 1 1/3 0 -1/3 | 1/3
610 0 o -2 0 -2 1 |
2 \0 2/3 1 4/3 0 4/3 0 —-1/3 | 4/3
Suprimimos la columna 3 pues dj > 0 y las columnas 5 y 7 por ser las columnas no unitarias de I’ y
eliminamos la primera fila obteniendo

1 -1 1/2 -1 0 | 0
0 -1/3 0 1 0 | 1/3
0O 0 0 0 1] 0

0 2/3 1 0 0 | 4/3

Este tableau satisface i) y iii) pero no ii). Por lo tanto hacemos la transformacién de filas

Fy=Fy— ((-1)Fy + 0F> + 1/2F3)
y actualizamos los valores de ¢; a la nueva situacién obteniendo
1 -5/3 0 0 0 | —-1/3

3(0 -1/3 01 0 | 1/3

410 0 0 0 1 | 0

2\0 2/3 1 0 0 | 4/3

y volvemos a aplicar el simplex a este tultimo tableau:

1 -5/3 0 0 0 | -1/3 1 0 5/2 0 0 | 3
3(0 -1/3 01 0 | 1/3 . 310 0 1/2 1 0 | 1
410 0 0 0 1 | 0 4100 0 01 1] 0
2\0 2/3* 1 0 0 | 4/3 1\0 1 3/2 0 0 | 2

Solucién auxiliar: z' = =3, (v/,v") = (2,0,1,0).
Ahora tomando 2/ = p~!(u') = (2,0,0,1) y s’ = v 1(v') = (0,0,0) resulta que s’ = 0 y (2/,2’) es una
solucion de
min z
—z — $1+%$2 +3x3—24=0
T1+x9 — x4 =1
To+2x3 + 214 = 2
201410 — 43 —4x4 =0
x>0
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es decir, ' = (2,0,0,1) es una solucién éptima del problema

min —xl—l—%xg + 3x3 — 24
r1+To —x4 =1
To+2x3 + 214 = 2

201 + 20 —4x3 — 44 =0
x>0

con un valor del funcional —z + %1’2 + 3z —af =2 =-3.
Esta solucién es degenerada (ver definicién 3.9.) porque #{j /2 # 0} =2 <3 =rg A, donde

11 0 -1
A=10 1 2 2
2 1 -4 -4

es la matriz del sistema.

9. El algoritmo dual.

| —20

- c , .
Dado un tableau en forma candnica (0 A b ), con b > 0, veamos qué sucede cuando le aplicamos

el algoritmo simplex.

1 ¢ —Z . . ., .
Supongamos que < 0 % { EZ 0> es el tableau obtenido en alguna iteraciéon del algoritmo. Entonces
. .. . 1 ¢ —Z 1 - .
existe una matriz inversible U € R(MTD*(m+1) ta] que (0 % { go) = U. (0 Z { bZO). Sj
U = ||uij|| o<i<m entonces
0<j<m
U Uuo1 ce UOm, 1 C1 ce Cn 1 C1 ce Cn,
U9 UL .- Ulm 0 a1 ... aim 0 a1 ... aim
Umo  Uml -+ Umm 0 ami ... Gmm 0 @Gmi ... Gmm
U1 . Ulm
Luego, ugp = 1, u19 =0, ... , tmo = 0. Tomando § = (—ug1,..., —uom) y U = resulta
Um1l -+ Umm

1 7
que U = (0 Ug’/)’ por lo tanto ¢ = ¢ — 5. Ay —Zp = —z9 — y.b. El vector ¢ se llama vector de costos

originales y el vextor ¢ vector de costos reducidos. Ademads, si i1, ...,4,; son las columnas unitarias de A
entonces ¢;, =0, ..., ¢, = 0. Luego, el vector T definido por

fj{o Sij A0, im

by sij=ip (1<k<m)

satisface AT =b, T > 0y e.T = 0, de donde (Zo, ) es una solucién del sistema ((1) %) . (Z) = ( EZO )

Luego, (Zo, T) es solucién del sistema equivalente < Loc > . (;) b

0 A (ZO ) . Por lo tanto —Zg+¢.T = —zg
y AT =b.
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Se tiene entonces que AT =b, T >0y ¢.T = —29 + Zg = §.b pues —zg = —z9 — 7.b.
Consideremos los problemas primal y dual

min cx max yb
Az =b (P yA<c (D)
x>0

Entonces, en cada iteracién del algoritmo tenemos dos vectores T € IR™ e iy € IR™, donde ¥ es una solucién
factible de (P’), que satisfacen ¢.T =%y — 20, yb=cT y ¢ =c— 7. A.

Notemos que el tableau inicial ( 0 2 I 7; 0) es el tableau correspondiente al problema
min z
—z+cr = —2g
Ax =
x>0

y que (%, ) es una solucién factible (respectivamente éptima) de este problema si y sélo si 2’ es una solucién
factible (respectivamente éptima) de (P’) y c.2’ = z{ — z0. En otras palabras, lo que estamos haciendo al

aplicar el simplex al tableau (1) /cl I 7; 0) es resolver (P’) teniendo en cuenta que si T es la solucién
factible de (P’) correspondiente al tableau (1) % { 50) de una iteracién, entonces ¢.T = Zp — 2p.

Luego, en cada iteracién tenemos una solucién factible T € IR™ de (P’) y un vector § € IR™ tales que
cT=%Zy—20,yb=cTyc=c—7y.A

0 A | b
de € es negativa entonces (P’) no tiene éptimo. Dejamos como tarea al lector verificar que eso implica que

Supongamos que <1 ° | =z 0> sea el dltimo tableau obtenido por el algoritmo. Si alguna coordenada

(D’) no es factible. Veamos ahora qué sucede si ¢ > 0. Como 0 < ¢ = ¢ — 7.A, entonces §.A < ¢. Luego, en
este caso, T es una solucién factible de (P’), 7 es una solucién factible de (D’) y vale ¢.z = 7.b de donde, por
la observacién 4.10, se tiene que T es el éptimo de (P’) e 7 es el 6ptimo de (D’).

Reciprocamente, supongamos ahora que en cada iteracién partimos de un tableau

1 | =2

oA |V
que esta en forma canénica y tal que ¢’ > 0, y hacemos una transformacién con el pivote elegido para que el
nuevo tableau (que estara en forma candnica)

1
0
1Lz | —Z
0 A | b

el tableau obtenido luego de varias iteraciones a partir del tableau inicial

1 ¢ | —2
0 A | b

y supongamos que este tableau inicial estd en forma canénica y que ¢ > 0.

:3>1Ql

S ‘
I3
=)

N———

satisfaga ¢ > 0y Zp > 2. Sea
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Entonces, tomando § como antes, se tiene que ¢ = c—y5. Ay —Zg = —z9 — y.b. Como ¢ > 0 entonces 7 es una

solucién factible de (D’). Sea T la solucién bésica correspondiente al tableau ( 0 % _EZ 0 ) , es decir, la

definida por
— _JO sijgFi,. i
TIT b sij=ir (1<k<m)

donde 41,. .., son las columnas unitarias de A. Entonces T satisface A.Z = by ¢.Z = 0, de donde A.T = b
y ¢.T =Zg—20 = y.b. Ademéds, T > 0siy sélosi b > 0. Luego, cuando sea b > 0 entonces T serd una solucién
factible de (P’) y como g es una solucién factible de (D’) y vale ¢.Z = .b entonces T serd una solucién éptima
de (P’) e § una solucién éptima de (D’).

En resumen, en cada iteracién de este algoritmo obtendremos una solucién factible 7 de (D’), tal que el
valor del funcional en ella sea mayor o igual que el valor del funcional en la solucién obtenida en la iteracién
anterior, y un vector T que satisface AT =by ¢.T = g.b. El 6ptimo de (P’) y de (D’) se alcanza cuando T
es una solucién factible de (P’), es decir, cuando b > 0.

Descripcién del algoritmo dual

Este algoritmo sélo se podra aplicar si el tableau inicial esta en forma candnica y el vector de costos originales
es no negativo. En cada iteracién queremos, mediante una transformacion pivote en un tableau

1 | =z
0 A | ¥

1L 2 | %
0 A | b
c>

que también estard en forma candnica y tal que

obtener un tableau equivalente

0y Zo > 2|, hasta lograr que b sea no negativo. Veamos
como hacer esto.
Supongamos que el tableau obtenido en una iteracién sea

1 | =z
oA | v

y que esté en forma candnica y satisfaga ¢/ > 0.

Si b’ > 0 entonces este es el tableau correspondiente al éptimo y el algoritmo termina. En caso contrario,
b, < 0 para algin r. Entonces elegimos como fila del pivote la fila r. Ahora veamos cémo elegimos la
columna s del pivote.

. . ., . 1 ¢ —Z
Si haciendo una transformacién con pivote en a., obtenemos el tableau ( 0 % } EZ 0

’ ’
= = / =. — A C, / = — / c / / C, /
valgan ¢ > 0y Zg > z;. Como ¢; = ¢ — A Y TE0 = —20 o b, entonces debe ser ¢ > oGy para todo

) , queremos que

jy aﬁ,/—b; > 0. Luego deben valer a;, < 0y ¢} > a%/f:a’rj para todo j tal que a;.; < 0, pues ¢ >0, b, <0y
a,., # 0. Por lo tanto s debe elegirse tal que

c c;

Ts = max Tj / a;] <0

Qrs a’rj
Si no existe j tal que aﬁ.j < 0 entonces (P’) no tiene ninguna solucién factible y en ese caso el algoritmo
termina. En efecto, si x fuese una solucién factible de (P’) entonces © > 0y A.x =b, de donde A’z =¥y
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x > 0. Luego, ap z1 + -+ + ap,xn = b, lo que no puede ocurrir pues b, <0, a;.; > 0 para todo j y > 0.
Dejamos a cargo del lector mostrar que si (P’) no tiene soluciones factibles entonces (D’) no tiene ninguna
solucién éptima.

Ejemplo 9.1. Resolvamos el problema

min 3xs+T3

—T9 + 2x3+x4 = —1

xr1 + 9 — 33 = —2
x>0
utilizando el algoritmo dual.
El correspondiente tableau es
1 0 3 1 0| O
410 0 -1 2 1 | -1
1\0o 1 1 -3 0 | -2

Elegimos r = 2 pues by < 0. Ahora elegimos s = 3 ya que

C Cj
—B:max {—]/a2j<0}
Aos

a23 25

y hacemos una transformacién con pivote en as3. Las operaciones de fila son:

Fy=Fy+1/3F
Fl = F, +2/3F,

Fy=—-1/3F,
Luego
1 0 3 1 0| O 1 1/3 10/3 0 0 | -2/3
4100 -1 2 1| -1|—410 2/3 -1/3 0 1 | -7/3
1\0 1 1 =30 | -2 3\0 -1/3 -1/3 1 0 | 2/3

Ahora elegimos r = 1 pues by <0y s =2 ya que

y hacemos una transformacién con pivote en ai2. Las operaciones de fila son:

F} = Fy + 10F,

Fi = (=31
Fi=FK-K”
y se tiene
1 1/3 10/3 0 0 | —2/3 1 7 0 0 10 | —-24
40 2/3 -1/3* 0o 1 | -7/3|—2|0 -2 1 0 -3 | 7
3\0 -1/3 -1/3 1 0 | 2/3 3\0 -1 01 -1 ] 3

Luego, T = (0,7,3,0) es la solucién éptima y el valor del funcional en esta solucién es 3T + Tz = 24.
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Ejemplo 9.2. Supongamos que queremos resolver

min cx
Ax >b
x>0

donde ¢ > 0.
Observando que, agregando variables de holgura, este problema es equivalente a

min cx
— Az +1Is=-b
z,8 >0

1 ¢ 0] O
0 —A I | —b

con ¢ > 0, resulta que lo podemos resolver aplicando el algoritmo dual.

entonces el tableau inicial serd

Ejemplo 9.3. Evitar la FASE 1.

Cualquier problema de programacion lineal puede plantearse en la forma

min cx
Az <b
x>0

Agregando variables de holgura se tiene el tableau

1 ¢ 0] 0

0 AT | b
Si b > 0 se puede iniciar el algoritmo simplex con este tableau. Si ¢ > 0, el dual. Si no pasa ninguna de estas
cosas, supongamos que las x; se pueden acotar (esto, en los problemas reales, siempre es posible). Entonces
agregamos la condicion x7 + - -+ + x, < bg. Con la correspondiente variable de holgura el tableau serd
1 ¢ 00 0

m | 1 C 0m+1 | 0

0110m|b0:0A,I |y
0 AO0 I, | b ml
Sea ¢ la minima componente de ¢. Luego ¢s < 0. Ahora hacemos una transformacién con pivote en la fila
uno, columna s. Asi obtenemos un nuevo sistema que es canénico pues resulté de aplicar una transformacion
pivote a un sistema que era canénico.
La nueva fila cero serd F] = Fy — ¢sF1 = (1,¢1 — €5y ooy Cs — Csye ey Cp — €5, —C5,0,...,0, —C5bg).
Como ¢, era la minima componente de ¢ y ¢; < 0 entonces todos los coeficientes de la nueva fila cero son no
negativos y por lo tanto estamos en condiciones de aplicar el algoritmo dual.

Ejemplo 9.4. Agregar una restriccion.

Supongamos que hemos resuelto un problema de programacién lineal. Haciendo un cambio de variables si
es necesario, podemos suponer que el tableau que da el éptimo es

1 ¢ 0m | —2
0 A L, | b
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Como z( es 6ptimo entonces ¢ > 0 y b > 0. Supongamos que ahora queremos agregar la restriccién
d1$1++ann SbO

al problema original. Si la presente solucién basica satisface esta desigualdad, no hay nada méas que hacer.
Pero si no, agregando la restriccién con su correspondiente variable de holgura y teniendo en cuenta los
cambios de variables que hayamos realizado, obtenemos el tableau

1 ¢ 0m 0 | —2
0 A L, 0] b
0 f g 1 | bo
donde g = (d;,,...,d;,, ) v f es el vector formado por las restantes componentes de d.

Ahora, cambiando la ultima fila por ella menos una combinacién lineal de las demés de modo que las
componentes de g se transformen en ceros, es decir, haciendo la operacién de filas

il = Fng1 — 1 F1 — - — g Fony
obtenemos el tableau equivalente
1 ¢ O0m 0 | —2
0 A I, 0 | b
o f 0 1 | ¥

que estd en forma candnica y, como ¢ > 0, podemos aplicar el algoritmo dual.

10. El algoritmo simplex revisado.

Supongamos que queremos encontrar un algoritmo que calcule, dado n, el valor de 52". Uno posible seria

Paso 1 r1 =25

Paso 2 To = by

Paso 3 T3 = dxo

Paso 2™ Ton = DTon_1

Este algoritmo tiene 2" pasos, guarda en la memoria el valor de 2™ variables y realiza 2" operaciones.
En cambio el algoritmo

l.z=5
2.z = z?

3. Repetir n — 1 veces el paso 2.

requiere de poca memoria (sélo guarda el tltimo valor de x), hace n operaciones y termina en n pasos. Este
algoritmo es, por lo tanto, mas eficiente que el anterior.

En el caso del simplex, la matriz A del tableau es de m x n donde, en general, m es del orden de los cientos
y n del orden de las decenas de mil. Por lo tanto, nos convendria que la cantidad de pasos, la cantidad de
espacio en memoria requerido y la cantidad de operaciones tuviesen cotas que dependieran de m en lugar de
n y que estas cotas fuesen lo mas chicas que fuera posible.

Lo que haremos es revisar el algoritmo en detalle, eliminando todo célculo que no sea indispensable y s6lo
conservando en la memoria la informacion que sea estrictamente necesaria. De esta manera ahorraremos

tiempo y espacio.
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1 ¢ | =20
0 A | b

en forma candnica, el siguiente tableau se obtiene haciendo una transformacion con pivote en cierto coeficiente

Observemos que dado un tableau

ars de A. Esto equivale a multiplicar a izquierda el tableau dado por la matriz inversible U,.; € IR(m+1)x(m+1)

columna r
1 00 0 0 —cs/ars 0 0 0 0
1 0 0 0 —-ais/ars 0 O 0 0
U.. — 0 0 O 0 1 —ar_1s/ars 0 0 0 0
710 0 0 ... 00 1/ays 0 0 0 0] filar
000 ... 00 —arp1s/ars 1 0 0 0
000 ... 00 =—amsfars 0 0 0 1

También aqui llamamos columna cero a la primera columna de la izquierda y fila cero a la primera fila de
arriba.

Como s se elige tal que ¢s < 0, necesitamos conocer c. Una vez elegido s, para elegir r necesitamos conocer
by la columna s de A pues r se elige tal que

b b;
" — min {—Z/ais>0}
Qrs Qs

Debemos guardar, ademds, el tltimo valor de (iy,...,i,) para poder conocer la solucién bésica éptima al
terminar el algoritmo.

Dado el tableau T} de un paso k

1 e .. e | —2
il 0 ail . QA1n | b1
Tk — iQ 0 ag1 e agn | bg
R |
T, 0 ami ... Gmn | bm

sean Fo(k) la fila cero (es decir, Fo(k) = (1,¢,—20), Cs(k) la columna s, B(k) la columna (ZO) y sea

b
Z(k) = (i1,.yim).
Supongamos que el algoritmo ha realizado k pasos. Veamos cémo es el paso k + 1. A partir del tableau
T}, obtenido en el paso k, se calculan los valores de r y s que determinan el pivote. Llamemos Py a la
matriz U,.s correspondiente a estos valores de r y s calculados en el paso k+ 1. Multiplicando T}, a izquierda
por la matriz Py, se obtiene el tableau Ty; del paso k + 1, es decir, Tj4+1 = Pyt+1.7%. Los valores de

I(k+1)=(¢,...,i,) se calculan a partir de los valores de Z(k) = (41,...,%m) en la forma
. {@ sij#r
i = i
J s sij=r

Observemos que para calcular la matriz P11 no se necesitan conocer todos los coeficientes de la matriz T},
sino que sélo se necesitan los datos Fo(k), Cs(k) y B(k). Luego, conociendo Fy(k), Cs(k), B(k) e Z(k) se
puede calcular T4 .
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Sea T} el tableau inicial. Entonces
Thy1 = Po1 Ty = Pop1 PrTy—1 = = P ... Py

Sea Ey+1 = Piy1...P;. Entonces Exy1 = Piq1.Er y ademés Eygy1.70 = Tiy1. Luego Exi1 es la matriz
que multiplicada a izquierda por el tableau inicial nos da el tableau del paso k + 1. Ademads, conociendo Ej
podemos calcular la fila cero Fo(k) de Ty, = Ej.Tp, la columna s Cs(k) y también la columna B(k). Esto
significa que no es necesario guardar el tableau del paso k, sélo necesitamos conocer Ej, y el vector Z(k).

Observacién 10.1 Para todo k, la columna cero de Ej, es el vector e;. En efecto, como el pivote nunca se
elige en la fila cero entonces la columna cero de Py siempre es el vector e;. Pero el producto de dos matrices
cuya primera columna de la izquierda es el vector e; es una matriz del mismo tipo. Luego, la columna cero
de Ej, es el vector e; como queriamos ver.

Descripciéon del algoritmo simplex revisado.

Sea Tj el tableau inicial que estd en forma candnica y tal que b > 0.

Ponemos Z =7Z(0), E=1,k=0

Calculamos Fy(k) y B(k) como la fila cero y la dltima columna de E.Tj respectivamente.
Elegimos s. Si no es posible, stop (la presente solucién es 6ptima).

Calculamos Cs(k) = columna s de E.Tp.

Determinamos r. Si no es posible, stop (no existe solucién éptima).

S e w e

Calculamos la matriz Pi41 que corresponde a nuestra eleccién de r y s, Fxi1 = Pgt1.F y calculamos
tamblen Z(k+1)apartirdeZydery s.

7. Ponemos E=Ep11, Z=I(k+1),k=k+1

8. Ir a 2.

Notemos que ahora no trabajamos con matrices de (m + 1) x (n 4+ 1) sino de (m + 1) x (m + 1) y que sélo
hacemos las operaciones indispensables y guardamos la menor cantidad de informacion en la memoria.

Observacion 10.2. Errores de redondeo.

Como FEj se obtiene multiplicando P por Ej_1, en cada iteracién se producen errores de redondeo que se
arrastran. Para evitar que el error crezca demasiado conviene recalcular cada tanto la matriz E;. Veamos
como hacer esto.

Si Z(k) = (i1, ..,im) y Ci;(To) y Ci;(Tk) denotan la columna i; del tableau inicial y del tableau del paso k
respectivamente, como Ey. Ty = T}, entonces

Ey.Ci;(To) = Ci, (Tk) = ( 0 )

€j
Luego,
1 1 0 O 0
0
Ee |l 0 G (To) - C,(To) | =] e1 ex - em | =
0 0
0 0
1 0 O 0
01 0 0
= = Im+1
0 0 1 0
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Por lo tanto

1 -1
0
Ex=1: ¢, (To) - G, (Tv)
0
0
puede calcularse conociendo Z(k) = (i1, ..., i) como la inversa de la matriz cuya columna cero es (1,0, . .., 0)
y las restantes columnas son las columnas 41, ..., i,, del tableau inicial.
Observacion 10.3. Si
_ (1 ¢ | == (1 ¢ | —Z
T0<0A|b v oI={y 72| 3
son el tableau inicial y el tableau del paso k respectivamente y si Z(k) = (i1, ..., %,) entonces
_ (1 -
Ei = (o B—l)
donde B es la submatriz de A formada por las columnas i1, ..., i, e y = cg.B~1, con cg = (¢iy,...,¢,)-
En efecto, como
(1 ¢ | =2z
To= <o A b >
entonces
1 -t 1
0 1 Ciy Cim N
E : 0
R I B RN B
0 0
(1 g\ ' (1 —ep.BY\ (1 —y
0 B —\0 B! 0 B!
ya que

1 c¢p 1 —cg.B7'Y (1 0 _
o B)'\o B! —\o I1,)  mtt

1

Esto muestra que si el problema tiene soluciéon éptima y E = <0 UZ’J> es el valor de E que esta presente

cuando el algoritmo para, entonces ¥y es el éptimo de

max yb

yA<c

pues E es la matriz que multiplicada a izquierda por Ty da el tableau correspondiente al éptimo (ver 9.) y
valeny = cg.B~' y U’ = B~!, donde cp = (¢;y,-..,¢;,, ) y B esla submatriz de A formada por las columnas
i1y...,0m de A, siendo (i1,...,%m) el valor de 7 presente en ese momento.

11. Convergencia del algoritmo simplex.

Queremos ver si podemos asegurar que el algoritmo termina en un nimero finito de pasos. En cada iteracién
del algoritmo obtenemos una solucién béasica con el correspondiente valor del funcional menor o igual que
el valor del funcional en la solucién bésica del paso anterior. Sabemos, por la proposicién 3.11., que la
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cantidad de soluciones basicas es finita. Luego, si en cada paso se redujera estrictamente el valor del
funcional entonces todas las soluciones basicas que se fueran obteniendo serian distintas. Esto aseguraria
que el algoritmo termina en un ntimero finito de pasos. Veamos qué pasaria si el valor de zy no cambiara en
una iteracion. Si Zp fue obtenido haciendo una transformacion con pivote en a,.s entonces

-,

T8

—Zg = —29 —

Luego, Zo = 2 sii b, = 0 sii la componente Z;, = T de la nueva solucién basica T es nula, donde i, = s es la
columna en la que se encuentra el vector e, después de hacer la transformacion con pivote en a.,.; con la que
obtuvimos Zy. Luego, la solucién bésica T es degenerada (ver definicién 3.9.). Por lo tanto, si ninguna de las
soluciones basicas que se van obteniendo fuese degenerada entonces el valor de zy se reduciria estrictamente.
Sin embargo, no podemos asegurar que no existan soluciones degeneradas. Por ejemplo, si al elegir el pivote

br :ﬁzmin {b—_i/ais>0}

Grs Qs 18

se tuviera que

entonces haciendo una transformacién con pivote a,s resulta

b,

TS

=0

Et = by — ays

y esto podria dar lugar a una solucién bésica degenerada si el préoximo pivote se eligiera en la fila ¢.

Luego podria ocurrir que el valor de zp no cambiara durante k iteraciones. Supongamos que para algun h
fuera Z(h + k) = Z(h), es decir, que luego de k iteraciones se repita el valor de (i1,...,4m). Entonces la
solucién bésica se repetirfa y por lo tanto el valor de zy (luego, zo debié haber sido constante a lo largo de
las k iteraciones). En este caso el algoritmo entrarfa en un loop:

Si Z(h) = (i1,-..,4m) = Z(h + k) entonces

1 -1

Ey = Eptk

Ci,(To) - G, (To)
0

de donde Ty, = Ey. Ty = Enyi.To = Thyr y por lo tanto el tableau se repite cada k iteraciones.

Ejemplo 11.1. Consideremos el problema

— 1
in — 15029 — — 6
min 1 xr1 + T2 503@3 + 0624
L 60 ! +924 +25 =0
4$1 X9 25$3 Xq Irs =

1 1
—21 — 9029 — —23+ 324+ 26 =0
571 27 5 s 4 6
r3+x7 =1
x>0
Usando como criterio elegir el menor r cuando hay empate resulta que, a partir de un cierto paso, Z toma
los valores

(5a677) - (176a7) - (1ﬂ277) - (3ﬂ277) —

— (3,4,7) — (5,4,7) — (5,6,7)
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Esto muestra que en este caso el algoritmo entra en un loop.

Veamos ahora como cambiar ligeramente el criterio usado para elegir la fila del pivote de manera de garantizar
que el algoritmo no entre en un loop. Supongamos que el valor actual de Z es (i1,...,%,). Una vez elegido
s, elegimos r tal que

1

(brvﬁrh ce 7ﬁrm) = min {%(bhﬁlh ce 7ﬁlm)/al8 > 0}

TS

siendo 3;; los coeficientes de la matriz B~1!, donde
B =(Ci,(A)---Ci, (A))

es la submatriz de A formada por las columnas i1, ...,%,. El minimo se toma con respecto al orden lexi-
cografico.

Observemos que si [ # r entonces %(b,.,ﬁ,.l, ooy Brm) # %(bl,ﬁll, ..sBim). En efecto, si ocurriera que
L (b, Bty s Brom) = a%s(bl’ Bi1,- -, Bim) entonces B~! tendria dos filas linealmente dependientes.

Qrs

Observemos ademas que si elegimos r de esa manera entonces

Veamos que ahora podemos asegurar que el algoritmo termina en un ntmero finito de pasos.

Teorema 11.2. Si en cada iteracion del algoritmo simplex se elige la fila r del pivote con el criterio

1

(b, Bris- -5 Brm) = min {%(bhﬂlh ooy Bim) [ ars > 0}

T8
entonces el algoritmo termina en a lo sumo (::1) iteraciones.

Demostracién: Probaremos que Z(k) # Z(k’) si k # k’. Como hay a lo sumo () posibles valores de Z(k)
n

) iteraciones.
m

entonces habra a lo sumo (

Veremos primero que el vector (—zg, —%), donde y = cg.B~! siendo B la submatriz formada por las columnas

i1,...,im de A (ver observacién 10.3.), crece estrictamente en el orden lexicogréfico en cada iteracién del
algoritmo.
Sea |
1 ¢ —20
Tn= (o A b )

el tableau de un cierto paso h y sea
(1 ¢ | =%
Tha1 = (0 A1 b )

el tableau correspondiente al paso h 4+ 1 obtenido de T} haciendo una transformacién con pivote en a,,
donde 7 fue elegido segiin el criterio

L(brvﬁrlv ce 7ﬁrm) = min {i(bhﬁlh ce 7ﬁlm)/al8 > 0}
Q. Als

TS

Sea B la submatriz de A formada por las columnas (i1, ..., 4,) = Z(h) y sea B la formada por las columnas
(¢h,...,i) =Z(h+1). Entonces
—Zp0 = —20 — Cs b,
Qrs
_ Cs
—Yy=-v- (ﬁ'r‘lv S aﬁ'r'm)

a’TS
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ya que

1 -5 1 -
(0 E_l) :Eh+1:Urs-Eh:Urs-(0 B—yl)

Y Th1 = Ups Ty, (ver seccién 10.). Luego,

(7207 7?) - (720a 7y) - acs

(braﬂrla .. '7ﬁrm)

TS

—== > (), bastarfa probar que (b;, 3r1,...,8rm) > (0,...,0) (con respecto al orden lexicografico).

s

y como
Probaremos que para todo paso k y para todo j vale (bj, Bj1,. .., Bim) > (0,...,0) por induccién en k.

Si k=0 vale pues b; > 0Vjy Ex = Ey = I;,41, de donde B~! = I,,, y por lo tanto (81, .., B3jm) = ;.
Supongamos que vale para k. Como antes, notemos con barra los valores correspondientes al paso k + 1y

sin barra los correspondientes al paso k. Si a,s es el pivote que da el paso k + 1 entonces
o _ ﬁ(bT)ﬁTla'-'7ﬁTm) sij=r
(b]aﬁ_]la7ﬁ_]m): a .

(bjaﬂjlw"aﬁjm)*ﬁ(braﬂrla-”aﬂrm) S1 Nno

1 -7 1 -
(O §_1> = Ek+1 =Ups. B = Ups. <0 Byl)

Como a,s > 0y como (bj, Bj1,- -, Bjm) > (0,...,0) Vj entonces (b;, 31, -
Lo mismo ocurre para j tal que j #r y ajs < 0.

pues

> (0,...,0) sij=r.

’_jm)
Finalmente, si j # r y a;s > 0, por la forma en que elegimos r resulta que
1 1
_(bT7ﬁ7‘17 cee 7ﬁ7“m) S _(b]a ﬁjla e 75]771)
Qrs Ajs
Pero ya vimos antes que nunca vale la igualdad y como a;s > 0 entonces
s
ﬁ(bra 67“1; .. '7ﬁrm) < (bjaﬂjla ceey 6]777,)
Qs
de donde (l;j,ﬁjl, e ,Bjm) > (0,...,0).
Hemos probado que el vector (—zp, —y) crece estrictamente en el orden lexicogrifico en cada iteracién del
algoritmo. Veamos ahora que si k # k" entonces Z(k) # Z(k’). Supongamos que k # k'.
Si fuese Z(k) = Z(k') entonces Ey, = Ej (pues Ej sélo depende de Z(k): si Z(k) = (i1,...,%n) entonces
Ey = (e1,Ci, (Ty), -+ ,Ci, (Tp))~1). Indicando con barra los valores correspondientes al paso k' y sin barra
los correspondientes al paso k resulta que —Zy = —z¢ pues Ty = Ey Ty = Ey. Ty = T, y que —y = —y pues

L =g\ _ - - (1 -y
(0 El)_E’“'_E’“_(o B—l)

Luego, (—Zo, —Y) = (—z0, —y), cosa que contradice lo que probamos antes. o

12. Consideraciones finales.

Consideremos el problema de programacion lineal
min z
—z4cx=—2
Ax =10
x>0
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Supongamos que lo hemos resuelto y queremos ahora resolver el mismo problema para otro valor de b,

digamos b’. Consideremos los tableau iniciales

(1 ¢ | -z , (1 ¢ | =z
TO_(OA| b) y TO_(OA| y

Si el 6ptimo del problema que resolvimos se obtuvo en el paso k entonces

Ls | s
TkEk.T()(O % I 50)

1 ¢ -z
Ek.Téz(O T : E'O)

conc>0. Si EI > 0 entonces hemos encontrado el éptimo de

Luego,

min z
—z4cx=—2
Az =10
x>0

Si no, podemos aplicar el algoritmo dual a este tltimo tableau.

Supongamos ahora que lo que queremos cambiar es el valor de ¢ por, digamos, ¢’. Ahora

(1 ¢ | -z , (1 | —z
TO(OA| b) y T0(0A| b
y si
To=ETo=(L & | %
entonces . |
/ 1 E_ *_EO
Ek.T()(O e b)

con b > 0. Si ¢ > 0 entonces tenemos el éptimo y si no, podemos aplicar el simplex a este tableau.

Intervalo de factibilidad de b;.

Sea b; una componente de by sea B = {C;,(A),---,C;,, (A)} la base para la cual se obtuvo el éptimo en el

paso k. Nos preguntamos dentro de qué intervalo puede variar b; sin cambiar la base B.
Cambiemos b; por by +d y sea b’ = (by,...,bi—1,b1 + &, bj41,...,bm). Si

- .
B=(y 5%). B =lsl
(1 ¢ | -z , (1 ¢ | —z
T0<OA| b> y T0<OA| v

Ey, = (€1,Ci, (T0), ..., Ci,, (To)) " = (e1,Ciy (Ty), - - -, Ci,,, (Tg)) " = E,

entonces
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1 - 1 -
T’“:E’“'TOZ(O B—yl)'(o 51 } bZO):

1 - 1 ¢ —Zz
T,Q:E,;.ngEk.ng(O B—y1>(o 4 { b,O)

Luego, la base B serd la misma si

Luego,

7 N
O =
| ol

|
S

o
N———

0.(—20) + Bj1b] + - + Bj—1by_1 + Buby + Bji1byyq + -+ + Bjmby, >0
para todo j. Pero

0.(—20) + Bj1by + - - + Bji—1bj_1 + Buby + Bjiw1bip1 + -+ + Bjmby, > 0=
=0.(—20) + Bj1b1 + - - + Bji—1bi—1 + Bj(bi + 6) + Bji1biy1 + -+ - + Bjmbm =
= Ej + 5ﬁjl

Por lo tanto la base B sera la misma si y sélo si Bj + 08 > 0 para todo j.
Luego, si 5; = (b1, - - -, Bmi) > 0 cualquier 6 no negativo es factible y si §; < 0 lo es cualquiera no positivo.
En cualquier otro caso, para que valga Bj + 08 > 0 para todo j basta tomar

max {_—bj/ﬁjl>0}§5§min {_—bj/ﬁjl<0}
Bt Biji

Intervalo de factibilidad de ¢;.

Sea ¢; una componente de ¢ y sea B = {C;,(A),---,C;,, (A)} la base para la cual se obtuvo el 6ptimo en el
paso k. Ahora nos preguntamos dentro de qué intervalo puede variar ¢; sin cambiar la base B.
Cambiemos ¢; por ¢; + . Si

1 - _
E’“:(o By1)7 B~ = |84l

_ o 1 C | —Z0 o 1 c | _EO
Tk—Ek-TO—Ek-(O A b)_(O Y
entonces, por la observacién 10.3. se tiene que y = cg.B~ !, donde ¢ = (ciy,...,¢i,) ¥y € = ¢ — yA. Luego,
¢ =c¢j— (yA);. Perot > 0y ¢ = 0 para j = 41,...,0m, es decir, ¢; > (yA); Vjy c¢; = (yA); para

j:il,...,lm.
/
Sea ¢ = (c1,...,¢1-1,¢c + 0,¢141, - - -, ). Como

_ (1 -y (1 | -2
Ek_(o B—l) Y TO_(O A b

queremos que el tableau correspondiente al éptimo sea

v (1 =Y 1 ¢ | -2\ (1 @ | —_E'O
E’f'T0<0 B1t)J\o A | b ) \0 A | b
y por lo tanto debe ser @ > 0y @ = 0 para j = i1,...,%n Notemos que @ = ¢ —y'A, donde y = 5. B~y

dg=(c},....¢; )yque A=B 1A

Primer caso: Sil #i1,...,0m.
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En este caso ¢z = cp de donde y' = y. Para todo j # l es T; = ¢;—(y'A)j =c; — (yA); y para j =l es
¢ =c +d— (yA). Luego E; =0paraj=11,...,%5,. Ademds@ > 0sii ¢+ — (yA); >0siig +6 > 0.
Segundo caso: Sil =i, para algin 1 <r < m.

Dada una matriz U denotaremos por F;(U) y C;(U) a la fila y a la columna j de U respectivamente.

En este caso ¢z = (¢iys---,Cip. +0,...,¢,) = cp + 0 er. Entonces

Y =cdg. B =(cp+de)B ' =cpB ' +0e, B =cyB 1 +5F. (B

Comoy' =cp.Blyd =c —yA=c — g BT'A=¢ — 5. A entonces T = ¢; — ¢5.C;(A).

Luego, para todo 1 <k <mesc, =c —cpCi(A) =¢, —cger=c), —c, =0

Veamos ahora la condicién €; > 0 para todo j # i1,...,im.

= —-yA=c+de—[y+6F (B H.A=
=c—yA+8e—6F, (B H.A=
=C+6e —0.F;, (B LA =

—t+d0e—0.F;, (A) =

=t+de;—0.(Ai1,. -, Tipn)

Por lo tanto E;- > 0 para todo j # i1,...,%m sii (como | =1,) ¢ — 0.@;,; > 0 para todo j # i1, ..., 0y sii
¢ , ¢
max ¢ ——/@;; <0p <0 <min { ——/a;.; >0
@i, j iy j

para todo j # i1,...,im, donde ||@;;|| = A= B~L.A.

Tiempo de ejecucién del algoritmo.

Si bien en la préactica el tiempo de ejecucién del algoritmo es bueno, en teoria no lo es ya que podriamos
tener que hacer 2™ pasos.

Ejemplo 12.1. (Klee-Minty) Consideremos el problema

max ZlOm_j:cj

j=1
T S 1
1—1
2> 10"V + @; < 100! (2<i<m)
j=1
x>0

que tiene m ecuaciones y m incognitas. Para poder aplicar el algoritmo planteamos el problema en forma
standard, obteniendo el problema equivalente

m
min — g 10m x;
i=1

x1+s1 =1
1—1
2> 10" Va4 @i+ 5 = 100" (2<i<m)
j=1

z,s >0



54 Optimizacién Combinatoria

que estd en forma candnica y satisface b > 0. Notemos que ahora hay m ecuaciones y 2m incégnitas.

En este caso el poliedro definido por las restricciones tiene aproximadamente 2 puntos extremos y el
algoritmo los recorre todos hasta llegar al 6ptimo. Dejamos como tarea al lector verificar esta afirmacién
para m = 3.



