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Capitulo 3

Maximo flujo - Minimo corte

1. Valor del flujo.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido y supongamos que hemos fijado dos vértices s y t a los que llamaremos la
fuente y la terminal respectivamente.

Definicién 1.1. Si e — z. es una funcién de E en IR, diremos que = (¢)ccp es un flujo en G. Ademas,
para cada rama e = (u,v) diremos que x. = T, es el flujo de la rama e.

Sea z = (z.)ecr un flujo en G.

Definicién 1.2. Dado un vértice v de G llamaremos

E ‘T’U’LU

flujo que sale de v a

w/(v,w)EE
flujo que entra en v a
> Tw
w/(w,w)EE
flujo neto que sale de v a
2. T Y Tw
w/(v,w)EE w/(w,v)EE
y flujo neto que entra en v a
Z Ty — Z Tyw
w/(w,v)EE w/(v,w)EE

Si Ay B son subconjuntos de V sea

2(A,B)= >
vEA,wWEB
(v,w)ER
Por abuso de notacién, si v € V escribiremos z(v, V) en lugar de z({v},V) y x(V,v) en lugar de z(V, {v}).
De esta manera, z(v, V') denota el flujo que sale de v y z(v, V') — z(V,v) el flujo neto que sale de v.

Observacién 1.3. Si AN B = 0 entonces

(AU B,C) =z(A,C) +x(B,C)

2(C,AUB) = 2(C, A) + 2(C, B)

Lema 1.4. Si el flujo neto que sale de v es nulo para todo v # s,t entonces el flujo neto que sale de s es
igual al flujo neto que entra en t.

Demostracién: Sabemos que z(v, V)—z(V,v) = 0 Vv # s,t. Veamos que (s, V)—z(V,s) = z(V,t)—z(t,V).
Por la observacién 1.3. se tiene que

2(V,V)=a(s, V) +2(t,V)+ Y a(v,V)
v#s,t
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y
2(V,V) =2(V,s) +x(V,t) + Y a(V,v)
v#s,t
Luego,
0=a(V,V) —a(V.V) =(s,V) = a(V,s) +a(t,V) —a(V.t) + Y 2(v,V) = 2(V,v)
v#s,t
de donde z(s,V) — z(V,s) = (V,t) — z(t,V) como querfamos probar. o

Definicién 1.5. Diremos que un flujo (z.) es un b-flujo (balanced flow) si satisface las hipdtesis del lema
1.4. (i.e., si el flujo neto que sale de v es nulo para todo v # s,t ). En tal caso llamaremos valor del flujo al
flujo neto que sale de s.

Ejemplo 1.6. Consideremos en el siguiente grafo el flujo x. indicado en cada rama e

°
3 1
2
2
Se > ot
1 1
Y
°

Este flujo satisface las hipdtesis del lema 1.4. En este caso el valor del flujo es 4.

2. El problema del maximo flujo.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido donde hemos fijado dos vértices s y ¢ a los que llamaremos la fuente y la
terminal respectivamente. Supondremos ademds que algunas ramas e = (v, w) tienen asignado un ndmero
real positivo ue = U4, al que llamaremos capacidad de la rama e. A las ramas que no tengan restriccion de
capacidades asignamos capacidad infinita. Luego, cada e € F tiene asignado un valor u. tal que 0 < u, < 0o
(e € E).

Describiremos un algoritmo para resolver el siguiente problema:
Encontrar un b-flujo (z¢).cp tal que el valor del flujo sea méximo sujeto a la restriccién de que el flujo de
cada rama sea no negativo y no exceda su capacidad, es decir, queremos resolver

maxz(s, V) — z(V, s)
z(v,V)—2z(V,0) =0 VYo #s,t
0<z.<u, (e€k)

Observemos que este es un problema de programacién lineal. En efecto, es el problema

max E Lsw — E Tws

w/(s,w)EE w/(w,s)EE
Z Tow — Z Ty =0 Vv #£s,t
w/(v,w)EE w/(w,w)EE

0 < Zpw < Upw

y, por lo tanto, lo podriamos resolver aplicando el algoritmo simplex. La ventaja sobre el simplex que tiene
el algoritmo que veremos es que produce soluciones enteras cuando los datos son enteros.
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Describiremos ahora el algoritmo de Ford-Fulkerson, que utilizard ciertos caminos de s a t que llamaremos
caminos aumentativos. Si P es un camino y e € E escribiremos por abuso de notacién e € P para significar
que e es una rama del camino P.

Dado v € V, si P es un camino de s a v y e € P, diremos que e tiene la direccion s — v o también que e
es directa si al recorrer P desde s hacia v pasamos por la cola de e antes que por la punta.

Andlogamente diremos que e tiene la direccion s «— v o también que e es inversa si al recorrer P desde s
hacia v pasamos por la punta de e antes que por la cola.

Ejemplo 2.1. En el camino de s a ¢t

P = (e1, €2, €3, €4, €5, €6, e7) las ramas e1,eq,e4 y €5 son directas y las ramas ez, e5 y ey son inversas.

Observacién 2.2. Supongamos que tenemos en G un flujo (z.) factible, es decir, tal que z(v, V)—z(V,v) =0
Vo #£s,ty0<z.<u.Ve€ E.SiP esun camino simple en G de s a t tal que

Te < U, Ve € P con direccion s — ¢

0 <z, Vee P con direccién s «— t

Tomando § > 0 tal que
0 < min{u, — z. /e € P con direccién s — t}

d < min{z. /e € P con direccién s «— t}

sumando ¢ a cada x. tal que e € P tiene direccién s — ¢ y restando J a cada x. tal que e € P tiene
direccién s < t, obtendremos un nuevo flujo ' = (z,) que también serd factible y cuyo valor de flujo serd
igual al valor del flujo = = (z.) méas 6. Es decir, tomando

T, —0 sie€ P esinversa

{xe+5 si e € P es directa
Te sie¢ P

resulta que z’ es factible y
valor del flujo 2’ = § + valor del flujo

Definicién 2.3. Sea x = (z.) un flujo en G y sea v un vértice distinto de s. Diremos que un camino simple
P de s a v esun camino aumentativo de x (o simplemente que P es un camino aumentativo cuando no haya
duda de cuél es el flujo x del que se trata) sii

Te < Uue Ve € P que tiene direccion s — v

0 <z, Veé€ P que tiene direccién s «— v
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Por la observacién 2.2.; si z es un flujo factible y P es un camino aumentativo de s a t entonces podemos
encontrar un flujo factible 2’ con mayor valor de flujo que .

Ejemplo 2.4. Consideremos el siguiente grafo, donde para cada rama e se indica el flujo x. y también,
entre paréntesis, la capacidad ue.

2(3)
2(2

1(2)
1(1)

1(2)
N 33)
3(3)

2(5) (7) 2(6)

4(4) 4(5)
6(9)
1) 1(3)

3(3)

Dejamos como tarea al lector comprobar que el flujo x es factible, con valor 4 y que el camino marcado con
trazo grueso es un camino aumentativo de s a t que nos permitiria aumentar el flujo en § = 2. En este
camino, las ramas es y e3 tienen la direccion s — t y las ramas e y e4 tienen la direccién s «— ¢. Si
sumamos d = 2 al flujo de las ramas directas y restamos d = 2 al flujo de las ramas inversas obtenemos el
nuevo flujo

e—0 sie=eq, ey

Te+90 sie=eg,e3
=
Te sie#ep,eq,e3, 64

° 203)
22) T

1(2)

/N

0(5)

m /
o 4

.\>.%

3(3)

Este nuevo flujo es factible pues como 0 < z, < u, Ve € E'y § > 0 satisface
0 < min{Ue, — TeysUes — Tes )y 0 < min{a.,, ze, }

entonces 0 < xe; — 60 < ey, 0 < Zey +0 < Uey, 0 < 2y +0 <, ¥ 0 <2, —9 < e,
Luego 2’ verifica 0 < 2, < u, (e € E). Ademds, 2’ es un b-flujo. En efecto, el flujo neto que sale de cada
vértice v # s,t no se ha modificado ya que cada § que se suma se compensa con uno que se resta:

(v, V) —a'(Vio) =, +a,, +2—-1—-4d=0, — 0+ e, +0+2—-1—-4=
=Ze, +Te, +2—-1—4=2(v1,V)—2(V,v1) =0

(v, V) —a'(Vivg) =), +14+1 -2, —3 =2, +0+1+1— (2, +0) —3 =
=Zey +1+1—2e, —3=2(v2,V) —2(V,02) =0
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a'(v3, V) —a'(Viug) =3+2—x,, —a,, =3+2— (xe, +0) — (Te, —0) =
=342— e, — e, =x(v3,V) —2(V,03) =0

y, claramente, si v # v1, va, v3 entonces =’ (v, V) — 2/ (V,v) = (v, V) — z(V,v) = 0.

Verifiquemos que el valor del flujo aumenté en §:

(s, V)—a'(V,s)=2+4—a, =2+4— (ze, —0) =
244 -2, +0=2(s,V)—2x(V,s)+ 0

Ahora repetimos el procedimiento. Partiendo del flujo

2(2) °

12) 4/'/
oe————>°® 1(1) 12)
3¢
2(6) w &) @

0(s) o X
Seq«— ¢ b 3(7) 13 ot
46)
4“4 45) ¢ 27
° ) o)
M e
1(2) °
° /67
—_ 5 ®
3(3) b

y usando el camino aumentativo de s a ¢ indicado con trazo grueso podemos volver a aumentar el valor del
flujo en § = 3. En este camino la cuarta y quinta ramas son inversas y las restantes ramas son directas.
Luego el nuevo flujo sera

2(3)
2(2

1(2)
1(1)
0(3) 0(4)
0(5)

6(7)
\ 2©) 1(3
4(4) 45)
99)

1) 13)

4( 6)
3(3)

Verifiquemos que el valor del flujo aumenté en §:

2 (s,V)—2'(V,s) =5+4=9=6+3=6+0¢

Esquema del algoritmo de Ford-Fulkerson.

1. & = z¢, donde z( es cualquier flujo factible inicial (por ejemplo, z¢ = 0).

2. buscar un camino aumentativo de = de s a t. Si no existe, STOP.

3. Actualizar x sumando o restando ¢ al flujo de las ramas del camino aumentativo segin la direccion, en la
forma indicada en la observacion 2.2., para obtener un flujo de mayor valor.

4. goto 2.
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En la seccién 4. veremos este algoritmo en detalle. Daremos condiciones que garantizan un STOP (en
principio, este algoritmo podria no detenerse nunca) y probaremos que si en alguna iteracién no existe un
camino aumentativo de = de s a t entonces el flujo = presente en ese momento es maximo.

3. El problema del minimo corte.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido con fuente s y terminal ¢ y donde cada rama e = (v,w) € E tiene asignada
una capacidad te = Uy, donde 0 < u, < 0.

Recordemos que si A es un subconjunto del conjunto de vértices del grafo dirigido G, el corte definido por
A es el conjunto
0A={(v,w) e E/ve ANw¢A}

De ahora en més sélo consideraremos cortes definidos por conjuntos A que contengan a la fuente y no a la
terminal, es decir, tales que s € A y t ¢ A. Denotaremos por A al complemento de A respecto de V.

Definicién 3.1. Sea 9A un corte tal que s € Ay t ¢ A. Definimos la capacidad del corte DA como la suma
de las capacidades de las ramas del corte, es decir,

U(A’ Z) = Z Ue = Z Uyw

e€dA vEA,WEA
(v,w)EE

Consideremos el problema del maximo flujo

maxz(s, V) —x(V, s)

z(v,V)—2z(V,v) =0 VYuv#s,t

0<z.<u. (e€EFE)
Como siempre, diremos que un flujo z en G es factible si satisface las restricciones del problema. Veremos
que el problema del maximo flujo tiene como dual al problema del minimo corte que consiste en hallar un

corte JA de minima capacidad entre todos los cortes definidos por conjuntos que contienen a s y no a t.
Para probar esto necesitaremos antes algunos resultados.

Lema 3.2. Sea x = (x.) un flujo factible en G, es decir, tal que z(v, V) —2(V,v) =0Vv # s,t y 0 < z, < u,
Ve € E. Sea OA un corte tal que s € Ayt ¢ A. Entonces

2(s,V) —2(V,s) = 2(A, A) — z(4, A)

Demostracién:
2(A, V) —a(V,A) =a(s, V) —z(Vis) + Y (v, V) —z(V,v)
veA—{s}

Como z(v, V) —x(V,v) = 0 para todo v # s,t y t ¢ A entonces (v, V) —z(V,v) = 0 para todo v € A — {s}.
Luego, 2(A, V) —z(V, A) = x(s,V) —2(V, s). Siendo que V es la unién disjunta de A y A, por la observacién
1.3. se tiene que

(A, V) —2(V,A) =2(A, AUA) —z2(AUA A) =

=z(A,A) +2(A,A) —2(A,A) — 2(A, A) = 2(A, A) — 2(A, A)

Luego, z(s,V) — z(V, s) = (A, A) — 2(A4, A). o
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Corolario 3.3. Sea x = (x.) un flujo factible y sea OA un corte tal que s € A y t ¢ A. Entonces el valor
del flujo = es menor o igual que la capacidad del corte A, es decir,

2(s,V) —2(V,s) <u(A, A)

Demostracién: Como x(A, A) > 0 pues x es factible, por el lema 3.2. se tiene que

2(s,V) —2(V,s) =x(A, A) —2(A,A) < x(A,A) =

78)
= Z Ty < Z Uy = U(A7Z)

vEA,WEA vEA,WEA
(v,w)EE (v,w)EE

Por lo tanto z(s, V) — z(V, s) < u(A, A). o

Lema 3.4. Sea x un flujo factible tal que no existe camino aumentativo de = de s a t. Sea A el conjunto
que contiene a s pero no a t definido por

A= {s}U{v eV / existe un camino aumentativo de = de s a v}

Entonces la capacidad del corte 0A es igual al valor del flujo x.

Demostracién: Sea x un flujo factible tal que no existe camino aumentativo de = de s a t.

Sea A= {s}U{v €V / existe un camino aumentativo de x de s a v}.

Veamos que la capacidad de 0A es igual al valor de .

Sean v € Ay w € A. Entonces hay un camino aumentativo de s a v y no lo hay de s a w. Luego, si
e = (v7 w) € E entonces x. = u.. En efecto, si fuese z. < u, entonces el camino aumentativo que va de s a v
seguido de la rama (v, w) serfa un camino aumentativo de s a w. Analogamente, si e = (w,v) € E entonces
debe ser z, = 0. En otras palabras, en las ramas que tienen la cola en A y la punta en A el flujo es igual a
la capacidad de la rama mientras que en las que tienen la cola en A y la punta en A el flujo es nulo. Luego,

(A, A) —2(A, A) = u(A, A) — 0 =u(4, A)

Pero por el lema 3.2. z(A,A4) — z(A,A) = x(s,V) — x(V,s), por lo tanto el valor del flujo = es igual a la
capacidad del corte 0A. o

Ahora si probemos el teorema de dualidad.

Teorema 3.5. (max flow - min cut) Si z es un flujo ptimo (es decir, un flujo factible de valor maximo)
entonces el corte JA definido por el conjunto A del lema 3.4. es un minimo corte (es decir, A tiene capacidad
minima entre los cortes definidos por conjuntos que contienen a s y no a t) y su capacidad es igual al valor
del flujo x.

Demostracion: Sea x un flujo factible de valor méximo. Si existiera un camino aumentativo de x de s a ¢
entonces, por la observacion 2.2., podriamos aumentar el valor de x. Luego no existe un camino aumentativo
de s a t. Por lo tanto, por el lema 3.4. el corte A tiene capacidad igual al valor del flujo z.

Si OB es un corte tal que s € By t ¢ B entonces, por el corolario 3.3., el valor de z es menor o igual que la
capacidad de 0B, de donde

capacidad de 0A = valor de x < capacidad de 0B

Luego JA es un corte de capacidad minima entre los cortes definidos por conjuntos que contienen a s y no
a t y su capacidad es igual al valor del flujo x. o
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En la préxima seccion describiremos el algoritmo de Ford-Fulkerson con més detalle y mostraremos que
este algoritmo encuentra el minimo corte cuando resuelve el problema de méximo flujo (es decir, cuando el
algoritmo resuelve el problema del maximo flujo obtiene también la solucién al problema dual del minimo
corte).

4. El algoritmo de Ford-Fulkerson.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido con fuente s y terminal ¢ y sea 0 < u, < oo la capacidad de la rama e
(e € E) y consideremos el problema del maximo flujo

maxz(s, V) —x(V, s)
z(v,V)—2z(V,v) =0 VYuv#s,t
0<z.<u. (e€Fk)

Proposicién 4.1. Sea x un flujo factible. Entonces = es 6ptimo sii no existe un camino aumentativo de z
de s at.

Demostracién: (=) es trivial.

(<=) Sea z un flujo factible. Si no existe un camino aumentativo de  de s a t entonces, por el lema 3.4.
existe un corte JA tal que s € Ay t ¢ A cuya capacidad es igual al valor del flujo x. Luego el flujo debe ser
6ptimo. En efecto, si 2’ es un flujo factible entonces, por el corolario 3.3.,

valor de 2’ < capacidad de A = valor de x o

Proposicién 4.2. Si u es entero (es decir, que u. € Z para todo e € E) entonces existe un flujo 6ptimo =
que ademads es entero (es decir, satisface z. € Z para toda rama e).

Demostracién: El conjunto de todos los flujos « que son factibles y enteros es no vacio (pues z. = 0Ve € E
es un flujo factible que es entero) y finito (si z es un flujo factible entero entonces, para cada e € E, z, puede
tomar a lo sumo los u. + 1 valores 0,1,2,...u.). Sea z un flujo de valor méximo en este conjunto. Basta
ver que r es Optimo.

Supongamos que existiera un camino aumentativo de = de s a t. Entonces, como u y x son enteros podriamos
aumentar el flujo en un J entero (ver observacién 2.2.) y asi encontrar un flujo factible entero de mayor valor
que z, cosa que contradice la eleccién de x. Luego, no existe camino aumentativo de s a t y por lo tanto,
por la proposicion 4.1. resulta que z es éptimo. o

Describiremos ahora en maés detalle el algoritmo para hallar un flujo éptimo. Veremos que este algoritmo
resuelve el problema de maximo flujo al mismo tiempo que el problema del minimo corte. En cada iteracién
del algoritmo se tendrd un flujo factible z (tomaremos x = 0 como flujo factible inicial) a partir del cual se
construira el conjunto

A={s}U{v eV / existe un camino aumentativo de x de s a v}

del lema 3.4. Una vez hallado el conjunto A correspondiente al flujo x de la presente iteracion, si ¢t ¢ A el
algoritmo se detendrd. Como ¢ ¢ A entonces no existe camino aumentativo de s a t y por lo tanto el flujo =
de la presente iteracién es 6ptimo por la proposiciéon 4.1. Dado que x es 6ptimo entonces el corte definido
por el ultimo conjunto A generado por el algoritmo (que fue construido a partir de x) resulta minimo (ver
teorema 3.5.).

En cambio, si t € A entonces existe un camino aumentativo P de s a t. Si todas las ramas de ese camino son
directas y de capacidad infinita entonces el algoritmo se detendra. En este caso es posible aumentar el valor
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del flujo tanto como se quiera, es decir, no existe un flujo de valor maximo. En el caso en que el camino P
contenga ramas inversas o ramas directas de capacidad finita, supongamos que conocemos las ramas de ese
camino, su direccion y d tal que

0 <min{u, —xz./e € Pesdirecta} y 0 <min{z./e€ P esinversa}

Entonces el flujo 2’ obtenido sumando § a cada . tal que e € P es directa y restando § a cada x. tal que
e € P es inversa, es factible y el valor de 2’ = valor de = +J. En ese caso reemplazamos el flujo x por =’ y
hacemos una nueva iteracién.

Ahora veamos cémo hacer para poder determinar, cuando ¢ € A, las ramas del camino aumentativo de s a
t, su direccién y el § que nos permitird actualizar el flujo para comenzar una nueva iteracién. Para lograr
esto, como buscamos un conjunto A que contenga a s comenzamos ingresando s en A y poniendo §(s) = oo.
Luego, al ingresar cada w en A (notemos que como lo que queremos es construir

A={s}U{v eV / existe un camino aumentativo de x de s a v}

entonces ingresaremos w en A cuando haya un camino aumentativo C de s a w) le adjuntaremos la terna
(p(w), sg(w), d(w)) donde p(w) serd el vértice anterior a w en el camino aumentativo C de s a w, sg(w) =1
si la tltima rama en C (es decir, la rama que une p(w) y w) es directa y sg(w) = —1 si es inversa y 6(w) > 0
satisfacerd

d(w) < min{ue — z, /e € C es directa }

d(w) < min{z. /e € C es inversa }

Llamaremos a (p(w), sg(w), d(w)) la etiqueta de w.

En cada iteracién ingresaremos algunos w ¢ A tales que existe un camino aumentativo de s a w. Observemos
que si para algin v tal que existe un camino aumentativo de s a v (por ejemplo, para un v ingresado a A
en una iteracién anterior) ocurre que (v,w) € E o (w,v) € E entonces el camino aumentativo de s a v se
puede extender a un camino de s a w que serd aumentativo o no de acuerdo a como sea el flujo en esa tltima
rama. Mds precisamente, si v € A, (v,w) € E (es decir, si (v,w) € JA) y Tyw < Uy entonces el camino
aumentativo de s a v seguido de la rama (v, w) resulta un camino aumentativo de s a w, la ltima rama es
directa, el predecesor a w en ese camino es v y el méximo §(w) que podemos tomar es min{§(v), Uy — Ty }-
Entonces ingresamos w en A, ponemos p(w) = v, sg(w) =1y 6(w) = min{0(v), yw — Tyw }-

Pero si en cambio v € A, (w,v) € E (es decir, (w,v) € A) y T4, > 0 entonces el camino aumentativo de s a
v seguido de la rama (w, v) resulta un camino aumentativo de s a w, la dltima rama es inversa, el predecesor
a w en ese camino es v y el méximo §(w) que podemos tomar es min{d(v), Ty}

En este caso ingresamos w en A, ponemos p(w) = v, sg(w) = —1 y §(w) = min{§(v), Ty }.

Observemos que en ambos casos §(v) > 0 implica d(w) > 0 y como d(s) = co > 0 entonces §(u) > 0 para
todo u € A.

Luego, A es construido de forma tal que para cada v € A valga p(v) € A. Por lo tanto, si ¢t € A, podremos
reconstruir el camino aumentativo de s a t utilizando p : si

p(t) = wi, p(wi) = wa, ..., p(Wn_1) = wp, p(w,) = s

entonces el camino aumentativo de s a t es (s, Wy Wh—1, .., W2, W1, t).

Ademas, sg(w,) nos dird la direccién de la rama que une s = p(w,) y wy, sg(w,—1) la de la rama que une
Wy, = p(Wn-1) ¥ Wn-1, .., sg(wy) la de la rama que une wy = p(wy) y w1 y sg(t) la de la rama que une
wy = p(t) y t. Por tltimo, es claro que el valor de § que estamos buscando es § = ().

De esta manera conoceremos el camino y la direcciéon de cada rama en ese camino y el valor de . Esto nos
permitird actualizar el flujo y comenzar una nueva iteracién.
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En el caso en que t ¢ A ot € A pero §(t) = oo el algoritmo se detendrd. Si el algorimto se detiene porque ¢
no pertenece al conjunto A construido en la presente iteracion entonces el flujo = que se tiene en ese momento
serd 6ptimo y el conjunto A que fue construido a partir de = (es decir, el dltimo conjunto A generado por el
algoritmo) definird un minimo corte.

Si, en cambio, el algoritmo se detiene porque ¢t € A pero d(t) = oo entonces significa que existe un camino
de s a t formado por todas ramas directas de capacidad infinita y por lo tanto no existe un flujo de valor
maximo. En efecto, observemos que como para w # s es

5(w) = min{0(v), Uy — Tpwt sl v = p(w) y la rama que une v y w es directa
min{§(v), Ty } si v = p(w) y la rama que une v y w es inversa

entonces d(w) = oo sii §(v) = oo y e es directa de capacidad infinita.

Luego, si (8, Wy, Wp—1, ..., wa, wy, t) es el camino de s a t encontrado, como §(t) = co y w1 = p(t) entonces
d(wy) = oo y la rama que une w; y ¢t es directa de capacidad infinita. Pero ahora, como d(w;) = oo
y wa = p(wy) resulta que d(wg) = oo y la rama que une ws y wy es directa de capacidad infinita. Asf
siguiendo, como §(w,) = oo y s = p(w,) entonces d(s) = oo y la rama que une s y w, es directa de
capacidad infinita.

Por otra parte, también podria ocurrir que el algoritmo no se detuviera nunca. Sin embargo, bajo ciertas
condiciones es posible garantizar un stop (ver observacién 4.4.).

Descripcién del algoritmo.

1. Inicializar x, = 0 para todo e € E

2. A={s}, 6(s) =00, Q ={s}.

3. De todos los elementos de @, sea v el primero que ingresoé.

Q=Q-{v}

Para cada w ¢ A tal que e = (v,w) € E y . < u.: poner w en A, etiquetar w en la forma p(w) = v,
sg(w) =1, 6(w) = min{d(v),u. — ze} y actualizar Q@ = Q U {w}.

Siw=tirab.

Para cada w ¢ A tal que e = (w,v) € E'y z. > 0: poner w en A, etiquetar w en la forma p(w) = v,
sg(w) = —1, §(w) = min{d(v), z.} y actualizar Q@ = Q U {w}.

Siw=tirahb.

4.51Q#0ira3. SiQ =0 STOP (z es 6ptimo y A es el minimo corte)

5. Si §(t) < oo reconstruir el camino aumentativo P usando los predecesores p(v) y actualizar = sumando
d = 0(t) a cada e € P que sea directa (si sg(w) = 1 entonces e = (p(w), w) y la rama es directa) y restando
5 = 4(t) a cada e € P que sea inversa (si sg(w) = —1 entonces e = (w, p(w)) y la rama es inversa). Goto 2.

Si §(t) = oo STOP (no existe un flujo éptimo).

Observacién 4.3. Notemos que en el paso 1. del algoritmo también puede tomarse como flujo inicial
cualquier flujo factible z.

Observacién 4.4. Cuando este algoritmo se detiene es por alguna de las siguientes razones:
)te Ay d(t) =00

ii) no existe un camino aumentativo de s a t.

En el caso i), no existe un flujo 6ptimo pues hay un camino de s a ¢ formado por todas ramas directas de
capacidad infinita.

En el caso ii), el flujo = presente en la dltima iteracién es 6ptimo y A es un minimo corte.

Pero también podria ocurrir que este algoritmo no se detuviera nunca. Sin embargo, si para cada e € E u,
es entero o infinito y ademds wug, < oo para todo (s,v) € E entonces, partiendo de un flujo inicial entero
(por ejemplo, x = 0) en cada iteracién § = 4(t) resulta finito (pues us, < co para todo (s,v) € E) y entero



106 Optimizacién Combinatoria

positivo. Por lo tanto, en cada iteracion el flujo sera entero y su valor se incrementard en un 6 > 1 entero.
Como el valor de cualquier flujo estd acotado pues

x(s,V)—x(V,s) Sx(S,V)S Z Usy

entonces el algoritmo debe detenerse en un nidmero finito de pasos y, como §(t) < co debe ser porque t ¢ A.
Es decir, el algoritmo encuentra un maximo flujo en un niimero finito de pasos y este flujo resulta ser entero.
Lo mismo ocurre si para cada e € E u, es entero o infinito y ademads existe un flujo de valor méximo. En
efecto, basta observar que también en este caso §(t) es finito en cada iteracién (pues existe un flujo de valor
méximo) y que para cualquier flujo factible z el valor del flujo z(s, V) — z(v, s) estd acotado por el valor del
flujo éptimo.

Observacién 4.5. Sea x un flujo factible y sea A un corte tal que s € Ay ¢t ¢ A. Entonces
valor de © = capacidad de 04 <= 2. =u., Ve € 0Ay 2. =0 Ve € A

En efecto, basta observar que . < u. para alguna rama e € 9A o x. > 0 para alguna rama e € 04 si y sélo
si x(A,A) —x(A, A) <3 cpa te. Entonces se tiene que

x(s, V) —x(V,s) = Z ue si y sélo si x, = u, Ve € Ay z. = 0 Ve € 0A
ecdA

Complejidad del algoritmo.

Sélo veremos el caso en que para cada e € E vale que u. € Z 0 u, = 0o y ademds ug, < 0o V(s,v) € E. Sea
n = #FE. Consideremos el corte definido por A = {s}, es decir, A = { ramas que salen de s }. Entonces la
capacidad del corte A es menor o igual que n. (max {usy}. Por lo tanto el valor del fluyjo méximo, que es

s,v)€

igual a la capacidad del minimo corte, debe ser menor o igual que n. max {us,}. Como en cada iteracién
s,V)EE

el valor del flujo aumenta en un ¢ entero, entonces el aumento de flujo en cada iteracién es mayor o igual

que 1. Luego la cantidad de iteraciones es a lo sumo n. (m;)ix {usp}-
s,v)elE

Dado que la cantidad de operaciones que efectiia el algoritmo en cada iteracion es del orden de n y que
a lo sumo puede haber n. max {us,} iteraciones resulta que la complejidad del algoritmo es del orden de

(s,v)ER

n?. max {tsv}

(s,v)EE
Observacién 4.6. En la descripcién que hemos dado del algoritmo se detalla una manera de hallar un
camino aumentativo de s a t, pero claramente podriamos usar cualquier otra. En nuestra descripcién, la
bisqueda del camino aumentativo se hace a lo ancho (breadth-first). Esto produce que el camino hallado
tenga una minima cantidad de ramas. Cuando ese es €l caso, el siguiente teorema garantiza una mejor cota
para la complejidad del algoritmo en el caso en que u es entero.

Teorema 4.7. (Karp) Sean n = #E y m = #V y supongamos que u es entero. Si los caminos aumentativos
usados en el algoritmo de Ford-Fulkerson para hallar un flujo 6ptimo en G tienen un minimo nimero de
ramas entonces el nimero de iteraciones del algoritmo es a lo sumo m.n.

Luego, si u es entero y los caminos aumentativos utilizados para modificar el flujo se eligen con un minimo
nimero de ramas, la complejidad del algoritmo es O(n2.m).

El siguiente ejemplo muestra cémo la complejidad puede ser afectada por la forma en que se eligen los
caminos aumentativos.

Ejemplo 4.8. Consideremos el siguiente grafo, donde para cada rama hemos indicado entre paréntesis su
capacidad.



Maéximo flujo - Minimo corte 107

(10000) \ (10000)

\

N/

se
(6]

(10000)

(10000)

En este caso el valor del maximo flujo es 20000. Veamos qué puede ocurrir cuando los caminos aumentativos
no se eligen con una minima cantidad de ramas. Partimos del flujo inicial x = 0 y usamos el camino
aumentativo s — b — a — ¢

se

A

En este camino todas las ramas son directas. Como la capacidad de la rama (b,a) es 1 entonces § = 1.
Sumando § =1 al flujo de (s,b), (b,a) y (a,t) obtenemos el nuevo flujo

\
A .
>

N/

s e

Ahora utilizamos el camino aumentativo s — a «— b — ¢

En este camino las ramas (s, a) y (b, t) son directas y la rama (b, a) es inversa. Como x3, = 1 entonces 6 = 1.
Sumando § = 1 al flujo de las ramas (s,a) y (b,t) y restamos 6 = 1 al flujo de la rama (b, a), obtenemos
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[ ]

hV

»
>

%
([ ]

A

U.

Como el flujo de la rama (b,a) ahora es nulo entonces s — b — a — t nuevamente es un camino
aumentativo del presente flujo y § = 1. Actualizando el flujo obtenemos
a

N

7
([ ]

A

U.

Como xp, = 1, ahora s — a «— b — ¢ es un camino aumentativo y § = 1. Actualizando z se tiene

a

hV

A .
>

7%
([ ]

7\

o—.

Es claro que si continuamos de esta manera necesitaremos 20000 iteraciones del algoritmo para llegar al
optimo. En cambio, si los caminos aumentativos son elegidos con un minimo niimero de ramas, partiendo
de z = 0 primero usamos el camino aumentativo s — a — t para aumentar el valor del flujo en § = 10000

y obtenemos

o

N/

10000

A .
>

10000

»
([ ]

A

c—.

y luego usamos el camino aumentativo s — b —— ¢ para aumentar nuevamente el valor del flujo en
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0 = 10000, obtenemos en dos iteraciones el flujo 6ptimo

a
[ ]

10000 A 10000
0

10000

se

10000

5. Aplicaciones.

Veremos en esta seccién una serie de aplicaciones tanto del problema de maximo flujo como del problema

dual de hallar un minimo corte.

a. Matching y cover.

Definicién 5.1. Sea G = (V, E) un grafo. Diremos que un subconjunto M de E es un matching si no hay
dos ramas de M que incidan en un mismo vértice.

Definicién 5.2. Sea G = (V, E) un grafo. Diremos que un subconjunto C de V' es un cover si, para cualquier
rama en F, al menos uno de sus vértices pertenece a C'.

Ejemplo 5.3. Dado el grafo

3 7
.\.8

.
\,/.

g ®

los conjuntos My = {(2,4), (5,6),(7,8)} v Mz = {(1,2),(4,6),(5,10),(7,8)} son matchings y los conjuntos
Cy =1{2,5,6,8} y Co = {2,5,6,8,12} son covers.
Lema 5.4. Sea G = (V, E) un grafo. Si M C E es un matching y C' C V es un cover entonces #M < #C.
Demostracién: Sea ¢ : M — C la aplicacién definida por
u siueC

lu,v) = {v siugC
Entonces valen
i) ¢ estd bien definida pues C es un cover: si u ¢ C entonces v € C.
ii) ¢ es inyectiva pues M es un matching.
Luego #M < #C. o

Definicién 5.5 Sea G = (V, E') un grafo. Diremos que M C E es un mdzimo matching si M es un matching
y #M > #M’' para todo matching M’ C E y diremos que C C V es un minimo cover si C' es un cover y
#C < #C' para todo cover C' C V.
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Observacién 5.6. Dado un grafo G, si M es un matching, C' es un cover y vale #M = #C entonces, M es
un méximo matching y C' es un minimo cover. En efecto, si M’ es un matching entonces, por el lema 5.4.,
#M' < #C = #M y andlogamente, si C’ es un cover, #C = #M < #C'.

Maximo matching y minimo cover en un grafo bipartito.

Sea P un conjunto de hombres y sea @ un conjunto de mujeres. Supongamos que para ciertos pares
(p,q) € PxQ py qse gustan mutuamente. Queremos hallar un nimero méximo de casamientos (suponiendo
ingenuamente que para que dos personas se puedan casar deben gustarse mutuamente).

Representando esta situacién en el grafo bipartito no dirigido G = (V,E), donde V = P U Q y donde
E = {(p,q) € Px Q/py qse gustan mutuamente } (ver definicién 1.9. del capitulo 2) el problema se
traduce en hallar un maximo matching M en el grafo bipartito G (los elementos de M serdn los matrimonios
formados).

Por ejemplo, consideremos el grafo bipartito

En este caso, el conjunto de las ramas indicadas con trazo grueso es un matching de cardinal seis.

Resolveremos el problema de hallar un méaximo matching en G como aplicacién del problema de maximo
flujo.

Construimos un nuevo grafo dirigido G’ = (V', E’) agregando a G dos vértices s y t (que serén la fuente
y la terminal respectivamente), ramas (s, p) para cada p € P y ramas (q,t) para cada ¢ € Q. A las ramas
(s,p) v (q,t) les asignamos capacidad 1 y a las ramas (p, q) direccién p — ¢ y capacidad infinita, es decir,

uspzlzuqtyupq:m(pepaqu)
En el ejemplo anterior el grafo G’ serfa

AN

Aplicamos el algoritmo de Ford-Fulkerson para hallar un méximo flujo entero z de G’ (ver observacién 4.4.).

Como z es entero, por las capacidades definidas los valores de ., y %4 sélo pueden ser cero o uno. Luego,
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cada senor p tendrd a lo sumo una pareja ¢: como x,, €s entero no negativo para todo (p,q) € E' y

xsp:x(‘/vp) :l'(p, V) = Z qu
q€Q
(p,a)€E’
si x5, = 0 entonces x,, = 0 para todo g. En este caso el sefior p no integra ninguna feliz pareja. En cambio,
si xsp = 1 entonces una y sélo una de las flechas (p, ¢) tendréd flujo no nulo e igual a 1. Esa es la sefiorita ¢
que le toca en suerte al senor p.
Reciprocamente, cada sefiorita ¢ tendrd a lo sumo una sola pareja p, ninguna cuando x4 = 0 y exactamente
una cuando x4 = 1 ya que
Z tpg = 2(V,q) = 2(q, V) = 2t

pEP
(p,q)€E’

Esto muestra que M = {(p,q) € E /xp, = 1} es un matching de G. Notemos ademds que, como z,, = 0 0
1, entonces

#M = Z xz(p,V) = Z Zsp = valor de z

pEP pEP

Sea A el ultimo conjunto generado por el algoritmo de Ford-Fulkerson antes de detenerse, es decir,
A= {s}U{v eV /3 un camino aumentativo de z de s a v}

Entonces 0A es un minimo corte y su capacidad es igual al valor de x. Luego, la capacidad de 0A es finita
y por lo tanto ninguna rama (p,q) (p € P,q € Q) pertenece a A. Por otra parte, como s € Ay t ¢ A, si
p € PyqéeQ se tiene
i) (s,p) €0Asiipg A
i) (¢,t) € 0Asiiqge A
Luego,

0A={(s,p)/p ¢ A} U{(q;1) / q € A}

Como todas las ramas de JA tienen capacidad 1 entonces se tiene que la capacidad del minimo corte 0A es
#(0A) = #(PNA) +#(QN A).

Por otra parte, si (p,q) € F entonces p € PN Ao g€ @NA. Enefecto,sipe PNAyqe QN A entonces
p€ Ay q¢ A, de donde resultarfa que (p,q) € JA cosa que vimos que no puede ocurrir. Esto muestra que
el conjunto C' = (PN A)U (Q N A) es un cover de G.

Luego, #C = #(PNA)+#(QNA) = capacidad de A = valor de x = #M. Por lo tanto, por la observacién
5.6., resulta que M es un méaximo matching, C' es un minimo cover y #M = #C.

Notemos que no sélo encontramos un méximo matching M de G sino que también hallamos un minimo
cover del mismo cardinal. Es decir, al mismo tiempo que resolvimos el problema de los matrimonios hemos
demostrado el siguiente

Teorema 5.7. (Konig) En un grafo bipartito no dirigido el cardinal de un méximo matching es igual al
cardinal de un minimo cover.

b. Cierre 6ptimo en un grafo dirigido.

Supongamos que tenemos m proyectos y que cada proyecto v tiene asignado un nimero entero b, que
llamaremos beneficio (pero que podria ser negativo a pesar de llamarse beneficio). Supongamos ademds que
hay ciertos proyectos que requieren de la realizacién de otros. Queremos encontrar un subconjunto A de
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proyectos tal que si u € A entonces v € A para todo proyecto v que se requiera para realizar v y de manera
que Z b, sea méaximo.

veEA
Sea G = (V, E) el grafo dirigido cuyos vértices son los proyectos y cuyas ramas son los pares (u, v) tales que

v se requiere para realizar u. Entonces, hallar un subconjunto A de proyectos que satisfaga
ueA = wveA Yovque serequiera para realizar u
es lo mismo que hallar un subconjunto A de V tal que el corte definido por A en G sea vacio.

Definicién 5.8. Dado un grafo G = (V, E) diremos que un subconjunto A de V es cerrado si 9A = 0. Si,
ademsds, cada v € V tiene asignado un namero real b, diremos que A C V es un cierre éptimo en G si A es
cerrado y Z by > Z b, para todo subconjunto cerrado A’ de V.

vEA veA’
De esta manera nuestro problema se traduce en encontrar un cierre 6ptimo en G. Por ejemplo, si b, > 0
para todo v € V entonces basta tomar A =V y si b, <0 para todo v € V entonces basta tomar A = {).
Para resolver este problema construimos, a partir de G, un nuevo grafo G’ agregando dos vértices s y ¢ (la
fuente y la terminal), ramas (s,v) para cada v tal que b, > 0 con capacidad b, y ramas (v,t) para cada v
tal que b, < 0 con capacidad —b,. A las ramas de F les asignamos capacidad infinita.
Sea 9B un minimo corte en G’ (tal que s € By t ¢ B). Como la capacidad de B es menor o igual que la
capacidad del corte definido por {s} en G’ y todas las ramas de G’ que salen de s tienen capacidad finita,
entonces 0B es un corte de capacidad finita. Luego, ninguna rama de E puede pertenecer a OB ya que esas
ramas tienen capacidad infinita.
Sea A el subconjunto de V' definido por A = B — {s}. Como el corte definido por B en G’ no contiene
ninguna rama de F entonces el corte definido por A en G no contiene ninguna rama de F, es decir, es vacio.
Esto muestra que A es un subconjunto cerrado de V. Ademds, (s,v) € 0B siib, >0y v ¢ Ay (v,t) € 0B
sii b, < 0y v € A. Luego, la capacidad del corte es

S b b=

vg A vEA

by >0 by <0
=2 bt D b= D b= ) b=

v A veEA vEA vEA

by >0 by >0 by >0 by <0
=2 b= b

veV vEA

by 20

Supongamos ahora que A’ es un subconjunto cerrado de V. Consideremos el corte definido por B’ = A’U{s}
en G'. Entonces 9B’ no contiene ninguna rama de E (pues A’ es cerrado) y, ademds, (s,v) € 9B’ sii b, >0
yvé Ay (v,t) € 9B siib, <0y wve A Luego, la capacidad de OB’ es

Sh Y h-

vg Al ve Al

by >0 by <0
:va+zbv_zbv_zbv:

v Al veA! veA! veA’

by >0 by >0 by >0 by <0
= Z b’U - Z b’U

i v

v

Dado que 0B era un minimo corte en G’ entonces su capacidad debe ser menor o igual que la de 9B’ de
donde
Z by, = Z b, — capacidad de 0B > Z b, — capacidad de OB’ = Z b,

vEA veV veV veA’
by >0 by >0
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y por lo tanto resulta que A es un cierre 6ptimo en G.

c. Eligiendo localidades.

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Supongamos que la eleccién del vértice u implica un costo ¢, > 0
(u € V) y que la eleccién de una rama (u,v) implica un beneficio by, > 0 ((u,v) € F). Queremos elegir un
subconjunto S de V' tal que el beneficio neto asociado a esa eleccién definido por

> Y

PR
sea maximo.
Para resolver este problema creamos un nuevo grafo dirigido G’ = (V’, E’) poniendo, para cada vértice u
de G, un vértice u en G’ y, para cada rama (u,v) de G, un tnico vértice uv en G’. Ahora agregamos dos
vértices mas: la fuente s y la terminal t. Ademés, para cada vértice uv de G’ ponemos una rama dirigida
(s,uv) con capacidad b, y dos ramas dirigidas (uv,u) y (uv,v) con capacidad infinita. Finalmente, para
cada vértice u de G’ ponemos una rama dirigida (u,t) con capacidad ¢,. Por ejemplo, si G es el grafo no

[
d

dirigido

entonces G’ serd el grafo dirigido

ot

)
[ ]
/XX
W
® o e 0o O [

Observacién 5.9. Sea A C V' tal que s € Ay t ¢ A. Entonces (s,uv) € 9A sii uv ¢ A (donde uv es el
vértice de G’ correspondiente a la rama (u,v) de G) y (u,t) € dA sii u € VN A. Si ademds el corte 9A tiene
capacidad finita entonces ninguna rama (uv,u) o (uv,v) pertenece al corte.

Luego, si A es un corte de capacidad finita entonces

capacidad de 0A = Z buw + Z Cy,

wveVv’ / u€VNA
uvg A
Observacién 5.10. Sea A C V' tal que s € A, t ¢ A, OA tiene capacidad finita y tal que para todo u,v se
verifica
weA—=uec ANV, ve ANV y(uv) e E
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Entonces

Z byy — capacidad de 0A =

uveV’
= § buv - § bu'u - E Cy =
uveV’ uvg A u€ANV
= E buv - § Cy =
uvEA uce ANV
= § buw — E Cy
(u,v)EE/ u€ANV

ueEANV, ve ANV

Sea ahora z un flujo en G’ de valor mdximo y sea dA el correspondiente minimo corte. Entonces la capacidad
de DA es finita ya que es menor o igual que la capacidad del corte definido por {s}. Veamos que A verifica
weAsiue ANV, ve ANV y (u,v) € E:

Sea uv € V'. Si uv € A, como OA es de capacidad finita entonces (uv,u) ¢ 0A y (uv,v) ¢ OA. Luego,
ue ANV ywve ANV. Ademds, (u,v) € E pues uv € V',

Reciprocamente, siu € ANV, v € ANV y (u,v) € FE entonces uv € V'. Como el valor de z es igual a la
capacidad de 0A, por la observacion 4.5. se tiene

ZTe =ue. Ve € 0Ay z, =0 Ve € A

Supongamos que uv ¢ A. En tal caso (s,uv) € A y (uv,u), (uv,v) € OA, de donde sy = byy > 0y
Typu =0 = Tyy 0.

Entonces 0 = Ty o + Tuw » = z(uv, V') = 2(V',uv) = x4 yp = byp. Absurdo, pues by, > 0. Luego uv € A.
Por lo tanto, 9A es un corte de capacidad finita y verifica uv € Asiiu € ANV yv e ANV. Luego, por la
observacion 5.10 vale

Z bus — capacidad de 0A =
uveV’

= Z buv — Z Cy

(u,v)EE/ u€ANV
uEANV, vEANV

Por lo tanto, tomando S = ANV se tiene que

Z buy — capacidad de 0A =

uveV’

= E buy — E Cy
(u,v)EE/ ueSs
ueES,veES

Si S’ es un subconjunto de V entonces B = S"U{s}U{uv e V' /ue Sy v € S’} es un subconjunto de V'
que contiene a s y no a t. Luego la capacidad del corte definido por A en G’ debe ser menor o igual que la
capacidad de 0B.

Veamos cudles ramas pertenecen a 9B. Como s € B entonces (s, uv) € OB sii uv ¢ By como t ¢ B entonces
(u,t) € OB sii u € V N B. Ademds, ninguna rama (uv,u) o (uv,v) pertenece a 9B pues si uv € B entonces
ueS yveS yporlotanto w € By v € B. Luego la capacidad del corte OB es finita. Mds atn, B
satisface

weB << weBNV,veBNVy(uv)eE
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y, teniendo en cuenta que V N B = S5’, por la observacién 5.10. resulta que

Z buy — capacidad de OB =

uveV’

Yo b= Y =

(u,v)eB/ ue BNV
uwEBNV,vEBNV

= § buy — § Cy
(u,v)EE/ u€eS’
ues’,ves’

Como capacidad de 0A < capacidad de OB entonces

Z buv — Z Cu = Z byy — capacidad de 0A >

(u,v)EE/ uesS uveV’

ueES,vES

> E buy — capacidad de OB = E buv — E Cy
uveV’ (u,v)EE/ ueS’

ueS’ ves’
Hemos probado entonces que si S’ es cualquier subconjunto de V' entonces

P D D L

(u,v)EE/ u€eS (u,v)EE/ ueSs’
uES,vES uwes! ,ves’

Luego, si A es el minimo corte correspondiente a un maximo flujo x en G’, entonces S = ANV es el

> Y

(u,v)EE ucsS
ueS,ves

subconjunto de V' que satisface

es maximo.

d. Asignacion de tareas.

Supongamos que se desea realizar m tareas en n dias. Sea p, el nimero de horas necesarias para realizar
la tarea u (1 < u < m) y sea g, el nimero de horas disponibles en el dia v (1 < v < n). Supongamos
ademads que cada tarea uw no puede iniciarse antes del dia s, ni terminarse después del dia t,. Las tareas no
necesariamente deben realizarse en un mismo dia, pero una parte de la tarea u (que podria ser toda) puede
asignarse al dia v sii s, < v < t,. El problema consiste en determinar si la asignaciéon de tareas es factible
y, en tal caso, hallar una solucién factible del problema.

Representaremos la situacién en un grafo dirigido bipartito G = (V, E) donde V' = { tareas } U{ dfas } y haya
una rama (u,v) cuando parte de la tarea u puede asignarse al dia v (es decir, cuando s, < v < t,). Sea Ty,
la cantidad de horas del dia v que se dedicarian a la realizacién de una parte (que podria ser toda) de la
tarea u. Entonces la asignacién de tareas es factible sii existe = tal que

Z Tyv = Pu Yu
> wuw <qp W (1)
Tyy >0 V(u,v) €E

Para averiguar si existe una solucién factible creamos un nuevo grafo dirigido G’ agregando al grafo G dos
vértices s y t, para cada tarea v una rama (s,u) con capacidad p, y para cada dia v una rama (v,t) con
capacidad ¢,. A las ramas de (u,v) € E les asignamos capacidad infinita.
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Proposicién 5.11. El problema de asignacién de tareas es factible si y sélo si G’ tiene un flujo x de valor
méximo que satisface x4, = p, para toda tarea u. En tal caso, (z,,) es una solucién factible de (1).

Demostracién: Si el problema es factible y x,, es una solucién de (1) tomando xg, = py y Tyr = Z Tuw
u
se tiene que x es un flujo factible en G’, es decir es un b-flujo (pues z(u, V) = Z Ty = Pu = Tsy = (V1)
v
para toda tarea u y, para todo dia v, x(V,v) = quv =z, = x(v,V)) y para toda rama e de G’, z, es no
u

negativo y menor o igual que la capacidad de la rama (pues xs, = py y Tyt = E Tuw < Qo).

u
Ademds, como no existe un camino aumentativo de = de s a t pues para cada tarea u vale x5, = p, =
capacidad de la rama (s,u) entonces el valor de este flujo debe ser maximo.

Reciprocamente, si z es un flujo de valor méaximo que satisface x4, = p,, para toda tarea u entonces x,, > 0,

quv = I(U,V) = I(Va U) = Tsu = Pu

quv =z(V,v) =2(v,V) =2u < g

pues g, es la capacidad de la rama (v, t), es decir, (x4, ) es solucién de (1). o

Corolario 5.12. El problema de asignacién de tareas es factible si y sélo si G’ tiene un flujo méximo de
valor Z Pu-
u

Demostracion: Si el problema de asignacién es factible entonces G’ tiene un flujo x de valor mdximo que
satisface x5, = py para toda tarea u. Por lo tanto el valor de x es igual a Z Ty = Zpu. Reciprocamente,

u u

sea z un flujo 6ptimo en G’ de valor Zpu.

u

Como x4, < capacidad de la rama (s,u) = p, y como szu = valor de x = Zpu entonces debe ser

u u
Zsy = Py Para toda tarea u (pues si para algin u fuese xg, < p, entonces resultaria que Y xg, < > .py). O

e. El problema del transshipment.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido donde cada vértice v € V tiene asignado un ndmero real b, y cada rama
e € F tiene asignada una capacidad u. tal que 0 < u, < oc.
Queremos determinar si existe © = (z¢)ecp que satisfaga

z(v,V)—z(V,0)=b, YweV
0<z.<u. (e€EF)

Este problema se conoce como el problema del transshipment.
Observemos que

Zx(v, V) —xz(V,v) =

v

S5 I SEFEED SR

v w/(v,w)EE w/(w,v)EE

:er—er:O

ecE ecE
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y, por lo tanto, una condicién necesaria para que el problema sea factible (es decir, para que exista x) es que

> b, =0

veV

valga

Para resolver este problema creamos, a partir del grafo G = (V, E), un nuevo grafo dirigido G’ de la siguiente
manera: agregamos a V dos vértices s y t (que serdn la fuente y la terminal), para cada v tal que b, > 0
agregamos una rama (s,v) con capacidad b, y, para cada v tal que b, < 0 agregamos una rama (v,t) con
capacidad —b,. A las ramas de e € E les asignamos capacidad ..

Proposicién 5.13. El problema del transshipment es factible sii G’ tiene un flujo mdximo x que verifica

Tyt = —by Yu /b, <0

Demostracion: G' = (V' E’), donde
V' =V u{st}

E' =EU{(s,u) /b, >0} U{(u,t) /b, <0}

(<) Sea (z¢)ecr un flujo méximo en G’ que verifica

Tyt = —by Yu /b, <0

Luego, 0 < x, < u, para todo e € FE. Sea u # s, t.
Si b, > 0 entonces

z(u, V) —x(V,u) = Z Ty — Z Tyy =

v/(u,v)EE v/(v,u)EE
— 5, V) = 5V, ) + Ty = o0 = be

y, si b, < 0 entonces

z(u, V) —x(V,u) = Z Tyw — Z Tou =

v/(u,w)EE v/(v,u)EE
=z, V') —2x(V' u) — 2y = =Ty = by
Luego, (x.)eck €s una solucién del problema del transshipment.

(=) Sea (z¢)ccr una solucién del problema. Tomando

Ty =by Yu /by >0
Tyt = —by Yu/b, <0

resulta que (Z¢)ecps es un flujo maximo de G’. En efecto, para toda rama e € E’ z, es no negativo y no
excede la capacidad de la rama. Ademds, es un b-flujo: para todo u € V', u # s,t es

N oy Jazw,V)—z(Viu) — e, siby, >0  [by—xg sib,>0 _
w(w, V) x(v’u)_{x(u,V)—x(V,u)—a:ut Siby, <0 | by + Ty sibu<0_0
Por ltimo, x es de valor maximo ya que para las ramas que salen de s se tiene x4, = b, = capacidad de la

rama (s,u). o
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Corolario 5.14. El problema del transshipment es factible si y sélo si G’ tiene un flujo mdximo de valor

> buy D> bu=0.

u /by >0 u

Dejamos la demostracién como tarea para el lector.

Observacién 5.15. Notar que hallando un méximo flujo z en G’ no sélo podemos determinar si el problema
del transshipment es factible sino que, cuando lo es, podemos hallar una solucién.

En efecto, sea © = (Z.)ccpr un méximo flujo en G’ y supongamos que Zb“ =0y valor de x = Z by,
u u /by >0
(si alguna de estas condiciones no valiera sabemos que el problema del transshipment no es factible).

Como valor de x = g b, entonces necesariamente se tiene que x5, = b, Yu /b, > 0 pues
w /by, >0

Ty <by Yu/b, >0y Z Ty = Z Tgy = valor de x = Z bu,

u /by >0 (s,u)eE’ u /by >0
Adems4s, como Zb" = 0 entonces Z b, = — Z b, de donde resulta que x,; = —b, Yu /b, <0
u w /by >0 w /by, <0

pues x,; < —b, Yu/b, <0y

Z Tyt = Z Tor = (V' 1) —2(t, V') =

u /by <0 (u,t)eE’

:x(s,V’)_x(V’7s): valor de z = Z by, = — Z by = Z (=by)

w/by>0 u /by, <0 w /by, <0
Luego (Z¢)ecr un flujo méximo en G’ que verifica

by Vu /by <0

LTyt

y por lo tanto se tiene que (x.)ecg es una solucién al problema del transshipment (ver demostracién de la
proposicién 5.13.).

f. El problema del torneo.

En un torneo hay n equipos que juegan todos contra todos, exactamente una vez. Supongamos que el
resultado de un encuentro no puede ser un empate.

Dado un vector « = (a1, ..., a,) € IN" diremos que « es factible si existe una asignacién de resultados a los
partidos tal que, para cada i, «; sea la cantidad de partidos ganados por el equipo ¢ al terminar el torneo.
El problema consiste en determinar si un dado un vector (a1, ..., ;) es factible.

Para resolverlo, construimos un grafo dirigido G = (V, E), donde V = {1,2,...,n} y E = {(u,v) /u < v}.
A cada rama (u,v) le asignamos capacidad 1.

Para cada u < v sea ., el nimero de partidos que el equipo u le gané al equipo v en el torneo. Como cada
par de equipos se enfrenta una y sélo una vez entonces debe ser z,, =0 0 x,, =1, es decir, 0 < x,, < 1y
Ty €ntero.

Sean u,v € V, u # v. Si u < v entonces u le gand a v si y sé6lo si x,, =1 y si v < u entonces u le gand a
v siy sélo si v perdié con w sii ,, = 0 sii 1 — z,, = 1. Luego, el nimero de partidos que u gané jugando

E :I"u’U

v/ (u,w)EE

contra los equipos u + 1, u+2,...,n es
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y el niumero de partidos que uw gané jugando contra los equipos 1,2,...,u — 1 es
Yo -z =m-1)— Y 2w
v/ (v,u)EE v/ (v,u)EE
Luego, (o, ..., an) es factible sii existe £ = (Tyw)(u,0)cr entero tal que 0 <y, <1y
Z .’Euv+(u_1)_ Z LTyy = Oy
v/ (u,w)EE v/ (vu)EE

es decir, tal que
x(u, V) —z(Viu) =ay+(1—u) YueV

0<z.<1 (e€E)

De esta forma, hemos planteado el problema del torneo como un problema de transshipment en el cual
by = iy + (1 —w).

. n . . ey .
Observemos que, como se juegan < ) partidos, entonces una condicién necesaria para que (asq, ..., Q) sea
2

£ ()

Esta condicién es equivalente a g b, = 0, que es la condicién necesaria para que el problema, visto como

factible es que

un problema de transshipment, sga factible.
Zbu:OSii i(au—l-l—u):Osii
sii Zau+z (1 —u)=0sii Zauzz u—1) sii
u=1
suZozu— buzau_o

Sea G’ el grafo dirigido creado a partir de G agregando dos vértices s y ¢, ramas (s, u) con capacidad b, para

En efecto,

los u tales que b, > 0 y ramas (u,t) con capacidad —b,, para los u tales que b, < 0 y asignando capacidad 1
a cadarama e € E.

Entonces, por el corolario 5.15., (a1, ..., a,) es factible sii G’ tiene un flujo méximo entero de valor
)OI DR
w/by>0 u /) ay+(1—u)>0

y Z b, = 0 sii G’ tiene un flujo maximo de valor

u

Z a4+ (1 —u)

w/ oy +(1—u)>0

n
y Z Q, = <2>, ya que las capacidades de G’ son enteras (ver proposicién 4.2.) y la condicién Z b, =0
u

u

n
es equivalente a la condicion Z Q= ( 2).
u
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g. Un problema de circulacion.

Dado un grafo dirigido G = (V, E) donde cada rama e € F tiene asignado un ndmero real no negativo k. y
una capacidad ue (0 < ue < 00), queremos hallar © = (z.). cg que verifique

z(w,V)—z(V,w)=0 VweV
ke <z <u, Ve€eEFE

Una solucién z de este problema se denomina circulacion.

Sean 2!, = x. — k. y u, = u. — k.. Entonces
IE,(U}, V) - ‘T/(V; w) = inuv - Zx;w =
= Z(mwv - kuw) - Z(sz - kvw) =

v

=z(w, V) —2(V,w) =Y ko + Y _ kuw

Sea b, = Z Kpw — Z kwy. Entonces el problema de circulacion es factible si y soélo si existe
v/(v,w)EE v/(w,w)EE
' = (z))c cr que verifica
2 (w,V)—2'(V,w) =b, YweV

0<a,<u, Ve€ekFE
Luego, el problema de circulacién tiene la forma del problema del transshipment.
Consideremos ahora el problema de maximo flujo al que le agregamos la condicién k. < z. (donde k. > 0
son dados) y le pedimos, ademds, que de s sélo salgan flechas.

Es decir, dado un grafo dirigido G = (V| E) con fuente s de la que sélo salen flechas y terminal ¢, buscamos
un flujo de valor maximo x sujeto a las restricciones

z(w,V)—z(V,w) =0 Vw#s,t
ke <z <u., VeeFE

(2)

Veamos como adaptar el algoritmo de maximo flujo para poder resolver este problema. Para comenzar,
ahora x = 0 no es una solucién factible y por lo tanto deberemos hallar de alguna manera una solucién
factible inicial. Por otra parte, para poder obtener soluciones factibles para este nuevo problema deberemos
ademads modificar la definiciéon de camino aumentativo en la forma:

Un camino P de s a v es un camino aumentativo de « sii

Te < ue Ve € P que tiene direcciéon s — v

ke <z, Ve € P que tiene direccién s «— v

Ahora § > 0 debera satisfacer
d < min{u, — z. /e € P es directa}

0 <min{z. — k. /e € P es inversa}

Por lo tanto, reemplazando el paso 3. del algoritmo de Ford-Fulkerson por
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3. Para cada (v,w) € A tal que Tyy < Uyyw poner w € Ay etiquetar w en la forma

p(w)=wv, sg(w)=1, d(w)=min{d(v),Upw — Tow}
Para cada (w,v) € A tal que Ty, > ky, poner w € A y etiquetar w en la forma

p(w) =v, sg(w)=-1, 6(w)=min{d(v),Tws — kwo}

este nuevo algoritmo encontrard una solucién éptima del problema si partimos de una solucién factible inicial
T, es decir, si reemplazamos el paso

1.x=0
por
1. 2=7T

donde T es cualquier solucién factible inicial que conozcamos. Luego, basta decir como hallar una solucién
factible inicial.

Para ello, consideremos el nuevo grafo G' = (V, E’) que se obtiene agregando al grafo G = (V| E) una rama
de t a s, tomemos ks = 0y urs = 00, y resolvamos el problema de circulacion

z(w, V) —z(V,w) =0 VweV
ke<z.<u. Ve€F

3)

Observemos que si (z¢)ecp/ es una soluciéon de (3) entonces (z.)ccr es una solucién factible de (2).
Reciprocamente, si (z¢)ccr es una solucién factible de (2) entonces tomando ;s = E Tgy Se obtiene
w

una solucién de (3). En efecto, es claro que ks < x5 < ugs. Ademés
z(w,V)—z(V,w) =0 VYw#s,t
x(&V)_x(Vvvs): Z Tsw = Z Tow — Tts = 0

w/(s,w)EE’ w/(s,w)EE

y, por el lema 1.4., como (z.).cr es una solucién factible de (2), en G se tiene que el flujo neto que entra en
t es igual al flujo neto que sale de s, es decir,

E Twt — E Ttw = § Tsw

w/(w,t)€E w/(tw)eE w/(s,w)€B

va que de s sélo salen flechas. Luego,

z(t, V) —z(V,t) = Z T — Z Tt =

w/(t,w)EE’ w/(w,t)EE’
= Tts + Z Ttw — Z Twt =
w/(t,w)EE w/(w,t)eEE
== | > ww— >, ww|=
w/(w,t)EE w/(t,w)EE
= Tts — Z Tsw = 0
w/(s,w)EE

Luego, para hallar la solucién factible inicial del algoritmo basta resolver el problema de circulacién definido
por (3), que puede plantearse como un problema de transshipment. Recordemos que cuando este problema
tiene solucién, podemos hallarla (ver observacién 5.14.).
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h. Un algoritmo primal-dual para el problema del transporte.

Un cierto producto debe ser distribuido desde m depésitos a n localidades. Para cada i, j talesque 1 <i < m
y 1 < j < nsea c;; el costo de transportar una unidad del producto desde el depédsito ¢ hasta la localidad j,
sea a; la cantidad de unidades disponibles en el depdsito ¢ y sea b; la cantidad de unidades demandada por
la localidad j. Luego, a; (1 <i<m)yb; (1 <j<n)son enteros positivos.

Para cada 1 <7 < m, 1 < j < n denotemos por z;; a la cantidad de unidades que despacharemos del
deposito 7 a la localidad j. Nos preguntamos de qué manera debemos distribuir el producto si queremos que
el costo de transporte sea minimo. Es decir, queremos resolver

minz CijLij
.3
n
injgai (ISZSm)
j=1

Doy =b (1<j<n)
1=1

Observemos que para que el problema sea factible debe ser Z by < Z a;, ya que
J i

Para simplificar el problema supondremos que vale la igualdad, es decir, supondremos que Z b, = Z a;.
j i
Si esto no ocurriera, agregando una nueva localidad n + 1 con ¢;,+1 = 0 para todo 1 < i < m, tomando

bpy1 = E a; — E bj y considerando el problema
i J
m n+l

min Z Z CijTij
i=1 j=1
n+1
j=1
m
inijj (1<ji<n+1)
i=1
zi; 20 Vi,j
es facil ver que x es solucién de (4) si y sélo si T definido por
Tij sil<i<m,1<353<n

n
T = ai—inj sil<i<m,j=n+1
j=1

es solucién de (5).

Luego, supondremos que el problema a resolver es de la forma
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i,
n
inj:az (1<i<m)
Jj=1 (P)
m
Zx”:bj (1<j<n)
i=1
zi; >0 Vi, j
Sean & = (T11,. -y T1ny -+« s Tmls-vsTmn)y 0= (A1, am, b1, .., bp), ¢ =(C11, -y Clny ey Cmlye vy Cmn) ¥
A € R™TX™Mn 1o matriz
1 1 1 0 O 0 ...... 0 O 0
0 0 0 1 1 1 ...... 0 0 0
A= 0 0 0 0 0 ...... 1 1 1
110 01 0 0 ...... 1 0 0
0 1 0 1 0 ...... 0 1 0
0 0 1 0 O 1 ... 0 O 1
es decir,
v, Uy, ... U,
A:
(In I, ... In)

donde Uy € IR™*"™ es la matriz que tiene unos en la fila k y ceros en las restantes filas e I,, € IR™*" es la
matriz identidad.
Entonces (P) puede escribirse en la forma

min cx

Az =0

x>0
Escribiendo la variable del problema dual en la forma y = (u1,...,Um,v1,...,0,) y numerando las filas y
columnas de A en forma consecuente con las variables, es decir, en orden, las columnas de A son las columnas
11,12,...,1n,...,ml,m2,...mn y las filas de A son las filas 1,...,m,m+1,...,m+ n resulta que en cada

columna ¢j la matriz A tiene un 1 en las filas i y m + j y ceros en las restantes filas. Luego, como v; es la

coordenada m + j de y se tiene que yA < c es el sistema u; + v; < ¢;;. Esto muestra que el problema dual
de (P)

max yb

yA <c

m n
max g a;u; + g b;jv;
i=1 j=1

w+v;<c; (1<i<m,1<j<n)

es

(D)

Recordemos que, por el teorema de holgura complementaria (ver teorema 4.9. del capitulo 1), dos soluciones
factibles « de (P) y (u,v) de (D) seran éptimas si y sélo si [¢;; — (u;+v;)]a;; =0Vi,j (1 <i<m, 1 <j<n).
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Luego, si z y (u, v) son éptimas de (P) y (D) respectivamente entonces, para todo 4, j tal que ¢;; — (u;4v;) > 0
debe ser x;; = 0. Por lo tanto, si  y (u,v) son éptimos y si A = {(4, ) / ¢ij — (u; + v;) = 0} se tiene que

m n
E xij:Exij:Eai:Ebj
=1 Jj=1

(i,5)€A 2%

Sea ahora (u,v) una solucién cualquiera de (D) y sea A = {(4, ) / ¢;; — (w; +v;) = 0}.

Sean X = {dy,da,...,dn} (depdsitos) e Y = {l1,la,...,l,} (localidades). Consideremos el grafo dirigido
Guy = (V,E)donde V = XUYU{s,t} y E = {(d;, ;) / (i,7) € A}U{(s,d;) /1 <i <m}U{(l;,t) /1 <j<n}
Asignemos capacidad a; a las ramas (s, d;), capacidad b; a las ramas (;,t) y capacidad infinita a las ramas
(di, ;) ((3,4) € A)). Por ejemplo, sim =5, n=10y A= {(1,2),(1,4),(3,1),(5,2),(5,7),(5,10)} el grafo
serd

3

)

W

Sea z un flujo 6ptimo en G,,. Para cada 1 <i <m, 1 < j < nsean xy = Tsa, Yy Tjt = T1,¢ Y, para cada
(Z,]) S .A, Sea T;; = T, l;-

m m
Notemos que valor de z = szi < Z a; ya que x4 < a; para todo i.

i=1 i=1

valor de & = ixm = ZI(V, d;) = Zx(d,;, V)= Z Tij

i=1 i i (i,5)€A

Ademas

m
Luego, Z x4; = valor de x < Zai.
(i,5)€A i=1

m
Si valor de z = Zai, tomando z;; = 0 para todo (¢,5) ¢ A (1 <i<m, 1< j < n)se tiene que (z;;) es

=1
m

m
una solucién éptima de (P). En efecto, si valor de x = Z a;, entonces Z Tij = Z a;.
i=1 (i,5)eA i=1

Luego, tomando z;; = 0 para todo (,5) ¢ A (1 <i<m,1<j <n),se tiene que

m
E Tij = E Tij = E a;
,J ( i=1

i,j)EA
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Ademas,

n
E Tyj = E Tij = Tsi < a4
Jj=1

i/(id)eA
dowig= Y wy =y <D
=1 i/(i,j)€A

z >0

Luego, como g Tij = E a; = E b; entonces debe ser
i J

.
n m
> wy=a; y Y mi=b;
=1 i=1

n m m n

(ya que si para algin ¢ fuese Z x;; < a; 0 para algtn j fuese Z x5 < b; entonces Z Ti; < Z a; = Z b;).

=t i=1 i.j i=1 =1
Luego, (z;;) es una solucién factible de (P) que satisface ;; = 0 para todo (4, j) ¢ A, es decir, ;; = 0 para
todo (i, j) tal que ¢;; — (u; +v;) > 0, de donde [¢;; — (u; + vj)]x;; = 0. Entonces, z y (u,v) son soluciones
factibles de (P) y (D) respectivamente que satisfacen la condicién de holgura complementaria. Por lo tanto,
x es un 6ptimo de (P) (y (u,v) lo es de (D)).

m

Supongamos ahora que valor de z < Z a;
Sea OB el minimo corte correspondizenlte al flujo éptimo = y sean I = {i/d; € B}y J = {j/l; € B}.
Como las flechas (d;, ;) correspondientes a los (¢, j) € A tienen capacidad infinita entonces ninguna de ellas
pertenece al corte B ya que

capacidad de 9B = valor de = < Z a; < 00

K2

Luego, como s € By t ¢ B se tiene que

OB = {(s.d) /i ¢ Iy U{(I;.0) /5 € T}

de donde la capacidad del corte 0B es

Zai—i—ij

i¢I jed

Como la capacidad de B es igual al valor de = entonces

Zai—i—ij = valor dex<Zai=ij
% J

i¢l jeJ
de donde .
Z b] < Z a; — Z a;
jed i=1 i¢
y

Za,-<zn:bj72bj

i¢I j=1 jed
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es decir,
ij < Zai
JjeJ i€l

y
Zai < Z bj
i¢l j¢J

Ahora construimos una nueva solucién factible (@, ) de (D) tal que

m n m n
Zﬂiai + ijb]‘ > Zuiai + Zl}jbj
i=1 j=1 i=1 j=1

(es decir, una nueva solucién factible de (D) con un valor mayor del funcional) y, a partir del conjunto
A" = {(1,7) / cij — (w; + ;) = 0}, construimos el grafo Gz = (V,E’), tomando V = X UY U {s,t} y
B ={(di,l3) / (i,5) € A3 U{(s,di) /1 < i <m}U{(lj,8) /1 < j <n}.

Si se verifica que valor de T = Z a; para un flujo 6ptimo T del grafo Gz, tomando T;; = 0 para (i,5) ¢ A
i=1

tendriamos una solucién éptima de (P). En caso contrario, repetimos el procedimiento.

Veamos ahora cémo construir (@, 7).

Sean

—__Jui+o siiel _ _Jvi—96 sijelJ

U u =0 siigl T v +d sijgd
donde ¢ > 0 serd elegido de manera que (@, 7) sea una solucién factible de (D). Notemos que cualquiera sea
d > 0 el valor del funcional en la nueva solucién (@, ) serd mayor que el valor del funcional en (u,v). En

ij <Zai y Zai<2bj

JjE€J i€l ¢ 1 i¢J

efecto, como

se tiene . .
Zﬂiai + Z@jbj =
i=1 j=1
= Z(Uz +6)a; + Z(Uz —0)ai+

i€l il
+ Z(’l}j — 5)[)] + Z(’Uj + 5)()] =
JjeJ j¢J

:Zuiai—i—ijjbj—&—& Zai—ij + 6 ij—Zai >
i=1 J=1

i€l jeJ j¢J i¢I
—_———

>0 >0
m n
> E U; A + E ’Ujbj
i=1 j=1
Veamos ahora cuél es el § que nos sirve. Queremos que valga
HZ- + Ej S Cij

Si i ¢ I entonces
ﬂl——l—@j:ui—&—{—vj:t&gui—{—vj§Cij
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Lo mismo ocurre si j € J. Por lo tanto basta considerar el caso i € I, j ¢ J donde debe verificarse que
u; +v; + 26 < ¢jj.

Observemos que si i € I 'y j ¢ J entonces (i,7) ¢ A. En efecto, si (i,7) € A entonces la rama (d;, ;) seria
una rama de Gy,. Pero I = {i/d; € B}y J ={j/l; € B}. Luego, como i € I y j ¢ J entonces d; € By
l; ¢ B, de donde (d;,l;) serfa una rama de G, que pertenecerfa al corte 0B, cosa que no puede ocurrir ya
que esta rama tiene capacidad infinita. Por lo tanto (7,7) ¢ A con lo cual u; + v; < ¢;;. Tomando

6min{W/i€I,j¢J}

entonces se verifica que § > 0y u; +v; + 28 < ¢;; para todo i € I, j ¢ J y se tiene que
U; +05 < ¢y Vi, j

Notemos que existen i € Iy j ¢ J (es decir, {W/z el,jé¢ J} es no vacfo) pues si I = 0 o

J ={1,2,...,n} entonces se tendria que valor de x = Zai. En efecto, si I = () entonces, para todo 1,

i
d; ¢ B de donde, para todo i, no existe camino aumentativo de s a d;. Luego, debe ser z,; = a; para todo
iy, por lo tanto, valor de x = Zx“ Zal Andlogamente, si J = {1,2,...,n} entonces, para todo j,

l; € B, es decir, para todo j ex1ste un camino aumentativo a l; y, como ¢ ¢ B entonces ese camino seguido
de la rama (I;,%) no puede ser un camino aumentativo. Por lo tanto, para todo j debe ser x;; = b;, con lo

cual valor de x = Zwsi = Z;vjt = ij = Zai.
i j j i

Por 1ltimo observemos que, para hallar un flujo 6ptimo en Gz, puede aplicarse el algoritmo de Ford-
Fulkerson utilizando como flujo factible inicial al flujo 2’ en Gy definido por

T, =xg Vi

JZ;t = Tjt VJ

x;j = Tij V(Z,j) ceAnA

x;jzo V(i,j)e A — A
En efecto, basta ver que 2’ es un flujo factible en G3.
Notemos que z;; = 0 para todo (i,5) € A— A’. En efecto, supongamos que (i,j) € A—A'. SiielyjeJ
osii ¢ Iyj¢Jentonces ¢;; — (U +7;) = ¢;5 — (u; +v5), lo que no puede ocurrir ya que ¢;; — (@; +7;) # 0
pues (i,j) ¢ A"y ¢;j — (u; +vj) =0 pues (i,j) € A. Ysii €Iy j¢ .Jentonces d; € Byl; ¢ By, como
(di,1;) es una rama de Gy, pues (i,j) € A entonces se tendria que (d;,l;) € IB, cosa que tampoco puede
ocurrir ya que 9B no contiene ramas de capacidad infinita. Luego se tiene que i ¢ Iy j € J, de donde
d; ¢ By l; € B. Por lo tanto, (d;,l;) es una rama de G, (pues (i,j) € A) y ademds (d;,l;) € B. Como
valor de x = capacidad de 0B ya que x es un flujo méximo en G, y 9B es el correspondiente minimo corte,
por la observacién 4.5. se tiene que z;; = 0 V(i j) € OB. Luego, x;; = 0 para todo (i,5) € A — A'.

Luego, como zj; = 0 para todo (i,j) € A" — A, xj; = x;; para todo (i,7) € A'NA, z;; = 0 para todo
(i,7) € A— A" y x es un flujo factible en G,,,, se tiene

dd V)= Y = > a+ > al= > =

i/ @@.5)eA J/@,5)eA'NA i/ @@5)eA —A 3/ @,5)eA'NA
DN D VRN LD D
i/ @@,5)eA'NA i/ @@,5)eA'NA i/ e A=A

= Z Ti5 = .’Iﬁ(dz, V) = l‘(Vv, dz) = Tg; = LE’SZ = 37/(‘/7 dl>
J/(E.3)eA
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y
dVi) =Y wy= Y gt Y ay= Y ay=
i/(i,5)€A’ i/(i,5)€EA'NA i/(i,j)EA —A i/(1,7)€EA'NA
DD DR LD DR
i/(i,§)EA'NA i/(i,5)€EA'NA i/(i,5)€EA—A’
= Y wy=aVily) =a(l;,V) = a5 =2l = 2'(1;,V)
/(g eA

Por lo tanto, 2’ es un flujo factible en Gz como queriamos demostrar.

Descripcion del algoritmo primal-dual para resolver el problema del transporte.

1. Tomar una solucién factible inicial (u,v) cualquiera de (D), por ejemplo, u; = 0, v; = minc;;. Hallar
A={(i,j) / cij — (u; + v;) = 0}. Inicializar 2’ = 0. '

2. Construir el grafo Gy, = (V,E) con vértices V. = {d1,da,...,dn} U {l1,l2,...,ln} U {s,t} y ramas
E ={(d;,l;)/(i,7) € Ay U{(s,d;) /1 < i <m}U{(l,t)/1 < j < n}. Asignar capacidad a; a las ramas
(s,d;), capacidad b; a las ramas ([;,t) y capacidad infinita a las ramas (d;, ;) ((4,7) € A)).

3. Hallar un flujo z de valor méximo en el grafo G, aplicando el de Ford-Fulkerson con 2’ como flujo
factible inicial.

m
Si valor de z = Zai STOP (en este caso tomando x;; = 4,1, para (i,j) € Ay x;; = 0 para (i,7) ¢ A se
i=1
obtiene una solucién éptima del problema).
4. Sea B el ultimo conjunto construido por el algoritmo de Ford-Fulkerson (es decir, el que define el minimo
corte correspondiente al flujo éptimo = hallado en el paso 3. cuyos elementos son s y todos los vértices que
pueden ser alcanzados por un camino aumentativo de ).

Hallar[:{i/dieB},Jz{j/leB}ydzmin{W/iEI,j%.]}. Poner

__Jui+9d siiel _ _Juvi—46 sijelJ
U ug =0 siigl T\ v+ sijégd
y hallar A’ = (i,j)/cij — (ﬂi —‘rﬁj) = O}
Actualizar z’ en la forma
T, =z Vi
ahy =5 Vj
CEgj = T4y V(Z,]) € A/ N .A
x;j:O V(i,j) e A —A

5. Reemplazar (u,v) por (@,v), reemplazar A por A’ e ir a 2.

Convergencia del algoritmo para el problema del transporte.

Probaremos ahora que el algoritmo que acabamos de describir termina en un ntmero finito de pasos y
que, cuando lo hace, se tiene una solucién (z;;) entera del problema del transporte. Recordemos que a;

(1 <i<m)yb; (1 <j<mn)son enteros positivos y notemos que en el paso 3. de cada iteracién del
m

algoritmo hallamos un flujo factible  en Gy, que satisface valor de z < Z a;.

i=1
Notemos también que el maximo flujo x hallado en cada iteracién es entero. En efecto, por la observacion

4.4., el maximo flujo x obtenido en la primera iteracién es entero ya que se obtiene aplicando el algoritmo de
Ford-Fulkerson a un grafo cuyas ramas tienen capacidades enteras o infinitas y que satisface que las ramas
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que salen de s tienen capacidad entera, partiendo del flujo factible inicial 2’ = 0 que es entero. Supongamos
ahora que el méaximo flujo = obtenido en la k-ésima iteracién sea entero y veamos que esto también vale
en la iteracién k + 1: sea T el maximo flujo obtenido en la iteraciéon k + 1. Entonces, nuevamente por la
observacion 4.4., T es entero ya que se obtiene aplicando el algoritmo de Ford-Fulkerson a un grafo cuyas
ramas tienen capacidades enteras o infinitas y que satisface que las ramas que salen de s tienen capacidad
entera, partiendo del flujo factible inicial 2’ que es entero pues z’ estd definido por

T, =xg Vi

‘T;t = IZ?jt VJ

a:;j = Tij V(’L,]) ceAdnA

:z:;j:O V(i,j)e A —A
y x es entero por hipédtesis inductiva.

Por otra parte, si x es el maximo flujo obtenido en la k-ésima iteracion y T es el méximo flujo obtenido en la
iteracién k + 1, entonces se tiene que valor de x < valor de T, ya que valor de & = valor de 2’ y T se obtiene
partiendo del flujo inicial #’. Ademds, si valor de z < valor de T entonces 1 + valor de z < valor de T, ya
que valor de x y valor de T son enteros. Veamos ahora qué sucede si valor de x = valor de 7.

Sea x el méximo flujo obtenido en la k-ésima iteracién y sea T es el mdximo flujo obtenido en la iteracion
k+1y supongamos que valor de z = valor de T. Sean (u,v) la solucién factible del dual presente al iniciarse
la k-ésima iteracién, A = {(4,7) / ¢ij — (u; +v;) = 0}, 9B el minimo corte correspondiente al maximo flujo
zen Gy, ysean I = {i/d; € B}, J ={j/l; € B}y d= min{%/iel,j¢J}. Sea (@, 7) la
solucién factible del dual presente al iniciarse la iteracién k + 1, es decir, la definida por

T — u+0 sitel _ _Juvi—46 sijeJ
U u =0 siigl T v+ sijgd

y sean A" = {(¢,) /ci;j — (w; + 7;) = 0}, OB’ el minimo corte correspondiente al méximo flujo T en Gy,
I'={i/d;eB'}yJ ={j/l; € B'}.
Como valor de z = valor de T entonces el flujo inicial 2’ en Gz definido por

T, =z Vi
(E;—t = Tjt VJ
a:;»j = Tij V(Z,j) ceAnA

zi; =0 V(i,j)e A —A
debe ser éptimo ya que

valor de 2’ = E T, = E xs; = valor de z = valor de T
i i

Por lo tanto T = x’ ya que T se obtiene aplicando el algoritmo de Ford-Fulkerson utilizando como flujo inicial
el flujo 2’ que ya es 6ptimo. Luego, los elementos de B’ son s y todos los vértices que pueden ser alcanzados
por un camino aumentativo de z’.

Afirmacién: B C B’

Demostracién: Sea w € B, w # s. Entonces, como 0B es el minimo corte correspondiente al flujo 6ptimo
x en Gy, existe en G, un camino P aumentativo de z de s a w. Probaremos que este camino es un camino
aumentativo de ' de s a w en Ggg, de donde resulta que w € B’.
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En efecto, si (d;, ;) es una rama de P entonces (i,7) € A (pues (d;,1;) es una rama de Gy,) y ademds i € I
y j € J (pues la parte P de s hasta d; es un camino aumentativo de = en G, de s a d;, con lo cual d; € B
y la parte de P de s hasta [; es un camino aumentativo de z en Gy, de s a l;, con lo cual [; € B). Luego,
u; =u; +90y v; =vj — 0, de donde ¢;; — (u; +7;) = ¢;j — (u; +v;) = 0 pues (4,5) € A. Por lo tanto
(4,7) € A’. Entonces (d;,[;) es una rama de Gz y ademas vale que z}; = z;; ya que (i,j) € ANA".
Ademés, si (s,d;) es una rama de P entonces es claro que también es una rama de Ggz y vale =, = z;.
Como P no puede contener ramas del tipo (I;,t) ya que t ¢ B esto muestra que P es un camino aumentativo

de z’ de s a w en Gzy como querfamos probar.

Luego, B C B’ como habfamos afirmado y, por lo tanto, se tiene que I C I' y J C J'.

Recordemos que § = mln{%/z el,jé¢ J}. Sean ig € Iy jo ¢ J tales que § = M
Luego

Cigjo — (ﬂio +@jo) = Cigjo — (uio +4+ Vjo + 5) = Cigjo — (uio + Ujo) —20=0

de donde resulta que (io, jo) € A’, es decir, (d;,,1;,) es una rama de Ggy. Como esta rama tiene capacidad
infinita entonces no puede pertenecer al corte § B’ que tiene capacidad finita y como d;, € B’ (puesi € I C I)
entonces l;, € B’, es decir, jo € J'. Como j ¢ J, esto muestra que J C J' y J # J'. Por lo tanto #J < #J’
de donde #J’ > #J + 1.

Por otra parte, como valor de z = valor de T entonces

Zai—i— ij = valor de T = valor dex:Zai—Fij

i¢r jeJ i I jed

si fuese I = I’ entonces se tendria que

Dhi= b= b+ > bi>> b

jeJ jeJ’ jeJ jeJ' —J jeJ

pues J C J', J# J yb; >0paratodoj=1,2,...,n. Luego, I #I'y, como I C I' entonces #I' > #I+1.
En resumen, hemos probado que el maximo flujo z obtenido en la k-ésima iteracién del algoritmo y el maximo
flujo T obtenido en la iteracién k+1 siempre satisfacen valor de T > valor de z, que si valor de T > valor de x
entonces valor de T > 1 + valor de z (es decir, si el valor del flujo aumenta, lo hace en por lo menos una
unidad) y que si en cambio valor de = = valor de T (es decir, si el valor del flujo no aumenta en una iteracién)
entonces los conjuntos I y J calculados por el algoritmo en el paso 4 de la iteraciéon k + 1 tiene al menos un
elemento mas cada uno que los calculados en la iteraciéon k-ésima.

Conclusion: El valor del flujo s6lo puede permanecer constante en a lo sumo r = min{m,n} iteraciones
sucesivas, ya que el cardinal del conjunto I calculado por el algoritmo en el paso 4 es siempre menor o igual
que m y el del conjunto J es siempre menor o igual que n. Por lo tanto, cada r + 1 iteraciones el valor
del flujo necesariamente debe aumentar en al menos una unidad. Dado que el valor del flujo en cualquier
iteracion estd acotado por Z a; entonces el algoritmo termina en a lo sumo (r+ 1) Z a; iteraciones, donde

1 1
r = min{m,n}.



