Logica y Computabilidad
Primer Cuatrimestre 2005

Préctica 4: Compacidad

1.— Sean I'y,I's conjuntos satisfacibles de férmulas tales que I'y U I'y es
insatisfacible. Mostrar que existen férmulas o € C'(I'y),5 € C(I'y) tales
que (a — =) es tautologia.

2.— Probar que si (I';);ew es una familia de conjuntos satisfacibles de férmu-
las tales I'; C I';41 para todo ¢ € IN, entonces Ufil I'; es satisfacible.

3.— Sea I un conjunto de contingencias tal que para todo par de férmulas
a, 3 €T, se cumple que Var(a)NVar(B) = 0. Probar que I es satisfacible:

a) usando el teorema de compacidad

b) sin usar el teorema de compacidad

4—Sea I' = {ay,...,ap,...} el conjunto de férmulas definido inductiva-
mente como sigue:

®a =D

® a1 = (o Vpiy1), parai > 1.

Probar que si § € C(I'), entonces existe un indice ¢ tal que g € C ({a;}).

5.~ Sean I'y,T'y conjuntos satisfacibles de férmulas tales que I'y U I'y es
insatisfacible. Mostrar que existe una férmula « tal que I'y = a y T's = —a.

6.— Sea I' C Form que verifica la siguiente propiedad: si a;, 3 € I', entonces
(. — ) es tautologia o (f — «) es tautologia. Probar que si I' = 7,
entonces existe a € I' tal que {a} = 7.

7~ Sea I' C Form con la propiedad de que cada valuacién satisface al
menos una férmula de I'. Probar que existe un ntimero finito de féormulas
Qg ..., €I tales ag V...V «, es tautologia.

8.— Sea a € Form una férmula satisfacible. Se construyen los conjuntos I';
inductivamente del siguiente modo:

o'y ={a}
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o', ; =T,U{p}, donde 3 es una férmula que es disyuncién de literales
y tal que Var(8) € Uveri Var(v)
SiI' = J,en I'is probar que I' es satisfacible.

9.— Usar el ejercicio anterior para dar ejemplos de conjuntos satisfacibles
infinitos.

10.— Sean I'y,T'y C Form. Diremos que I's es consecuencia débil de I'y y
lo notaremos I'y =p T's, si cada vez que una valuaciéon v hace verdaderas
a las férmulas de I'y, entonces existe a € I'y tal que v(a) = 1. Diremos
que I'y es consecuencia fuerte de I'y y lo notaremos I'y =p I'y, si cada vez
que una valuacién v hace verdaderas a las férmulas de I'y, entonces v hace
verdaderas a todas las férmulas de I'y. Decidir si las siguientes afirmaciones
son verdaderas o falsas:

a) Si I'y =p I'e, entonces existe S C I'y finito tal que S =p 'y
b) Si Ty |Ep 'y, entonces existe S C I'y finito tal que S =p I's

(Sugerencia: considerar el conjunto I'y = 'y ={a — f:a e, €L}y
utilizar el ejercicio 7)



