Logica y Computabilidad
Curso de Verano 2005

Practica 2: Semantica del Célculo Proposicional

Notacion: Si pyq,...,p, son las primeras n variables proposicionales,
Form(p1, ..., pn) denota el subconjunto de Form formado por las férmulas «
tales que Var(a) C {p1,...,pn}; Vales el conjunto de todas las valuaciones;

= es la relacion de equivalencia en Form definida por: o = (3 si y sélo si
v(a) =v(B), Yv € Val, y =, es su restricciéon a Form(py,...,pn)

1.— Dadas las siguientes férmulas, decidir si son tautologias, contingencias
o contradicciones:

a) ((p1V (p2 = p3)) — ((p1 = p2) = (p1 — p3)))
b) ((p1 — =p1) A (=1 — p1))
¢) (¢ = (o — f)), donde «, 5 € Form

)

)

d) =((p1 — =p1) V (=p1 — p1))
e) -, donde « es una contingencia

2.— Para cada una de las siguientes tablas de verdad, donde p,q y r son
variables cualesquiera, encontrar una féormula « que las represente:

plala plalr|a
111 11110
1{ofo 1l1lof1
0110 1lol1]o0
001 1001
o[1]1]0
o[1]o0] 0
olof[1]0
0001

3.— Dadas las siguientes férmulas, encontrar todas las valuaciones que las
satisfagan:

a) ((p1 — p2) V)
b) ((pr — p2) — p2)
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c) ((p1 — p3) — —ps)

4.— Probar que si « es una férmula satisfacible, entonces existen infinitas
valuaciones que la satisfacen.

5.— Encontrar un ejemplo de una férmula « tal que Var(a) = {p1,p2,p3} y
que tenga la siguiente propiedad: si v es una valuacién, entonces v(a) = 1
siy sélo si v(py) = 1.

6.— Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) Si oy [ son tautologias, entonces (o A 3) es tautologia.

b) Si (& — (3) es tautologia, entonces [ es tautologia o o es contradic-
cion.

¢) Si ay [ son férmulas, entonces (aV 3) es contingencia si y sélo si «
es contingencia o 3 es contingencia.

d) Si a y 3 son contingencias, entonces (o — [3) es contingencia.

e) (¢ — ) es contradiccién si y sélo si a es tautologia y (3 es contra-
diccién.

7.~ Sean a,  férmulas tales que Var(a)NVar(3) = 0. Probar que (o — [3)
es tautologia si y sélo si a es contradiccion o 3 es tautologia. jQué sucede
si a y (3 tiene variables en comun?

8.— Sean «, 3 € Form. Probar que:
a) si (aw A B) es contingencia, entonces « es contingencia o 3 es contin-
gencia.
b) si Var(a)NVar(f) =0y ay [ son contingencias, entonces (a A 3)
es contingencia.

9.— (*) Buscar un ejemplo de una férmula a tal que Var(a) = {p1,p2, ..., pn}
y que tenga la siguiente propiedad: existen 2" valuaciones que satisfacen a
a v que toman el valor 0 en las variables proposicionales p;, para todo
t > n + 1. Mas generalmente, dado un nimero k entre 1 y 2", mostrar que
existe a € Form tal que Var(a) = {p1,pa,...,pn} y tal que el nimero de
valuaciones que satisfacen a « y toman el valor 0 en las variables que no
figuran en « es igual a k.

10.— Sea o € Form tal que (a V p;) es tautologia y (a A p;) es contra-
diccion para toda variable proposicional p; que aparece en a. Probar que

#Var(a) = 1.
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11— Sea a € Form tal que toda variable proposicional figura a lo sumo
una vez en «. Probar que «a es contingencia. Mostrar con un ejemplo que el
resultado es falso si alguna variable proposicional aparece mas de una vez
en q.

12— Sea a € Form tal que Var(a) = {p1,...,pn}. Probar que « es tauto-
logia si y sélo si a(fy,. .., [,) es tautologia cualesquiera sean las férmulas
B, ..., 0, donde a(fy, ..., 5,) estd definida en el ejercicio 9 de la practica
1.

13.— Decidir si los siguientes conectivos son adecuados:

a) {V, =}

p2) - p3)

14— Sea Form /= el conjunto cociente asociado a la relacién =. Si « €
Form, notamos con |a] la clase de equivalencia de a. Definimos la relacién
< en Form/= como: |a| < |F| siy sélo si (¢ — (3) es tautologia. Probar
que:

a) < estd bien definida.

b) < es una relacién de orden en Form /=.

15.— Definimos en Form /= las siguientes operaciones y elementos particu-
lares:

o |a| v*|B] = laV B

o la| A" |B] = |a A B

o ~*la] = |-a

o T ={a € Form: « es tautologia}

o | ={a € Form: « es contradiccién}

Probar que (Form/=,Vv*, A*,=* T, 1) es un élgebra de Boole. Ver luego
que el orden natural de este algebra de Boole coincide con el orden definido
en el ejercicio anterior.

16.— Lo mismo que el ejercicio anterior, pero ahora con Form(py,...,pn)/
=,,. Probar ademés que Form(py,...,pn) /= es finito y hallar su cardinal.



