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Practica 9: Teoria de Computabilidad

1.

Probar que una funciéon f : N — N es recursiva si y so6lo si la funcion
caracteristica de su grafico es recursiva, es decir la funciéon dada por la
siguiente formula:

1 siy= f(z)
“%”‘{0sw%fw

. Sea f : N — N una funcién recursiva y suryectiva. Probar que existe

una funcion recursiva e inyectiva g : N — N tal que ¢g(f(z)) < = para
todo x € N.

Sea f : N — Nuna funcién computable biyectiva. Probar que Halt(f(z),z))
no es computable. (Sugerencia, considere la funcion:

o) { L siole, [) 1

T en otro caso

Sea f una funcién parcialmente computable. Decidir si la siguiente
funcion es parcialmente computable:

| 1 siz e Domf
g(x)—{T si x & Domf

Probar que la siguiente funciéon es computable, pero no es recursivo
y+1 siz=0
primitiva. A(z,y) = Az —1,1) siy=0yxz#0
A(x — 1, A(z,y — 1)) sino
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6. Probar que la siguientes funciones son parcialmente computable:

fl@) = {@(m,x)—i—l si ®(x, ) |

T en otro caso

M@::{0$¢@@l

T en otro caso

7. Probar que existe una funciéon recursiva primitiva g(u,v,w) tal que
OB (u, v, w, 2) = Py (u,0,0) (2)-

8. a) Sea f la siguiente funcion:

f@MZ{OQW@H

T en otro caso

Probar que f es parcialmente computable y que existe una funcion
recursiva primitiva A de una variable tal que f(x,y) = ¥n@)(y)-

b) Probar que 1, es una funciéon constante si y solo si 1,(z) estd
definida.

¢) Probar que el conjunto de los niimeros naturales x tales que 1, es
constante no es recursivo.

9. Probar que la siguiente funciéon no es parcialmente computable:

f@wz{

1 siy esta en la imagen de 1,
0 en otro caso

10. Decimos que una funcién parcialmente computable f es extensible si
existe una funcion g computable tal que existe una funciéon parcial-
mente computable g tal que f(z) = g(x) para todo x en el dominio de
f. Probar que existe una funciéon parcialmente computable que no es
extensible.

11. Probar que hay funciones parcialmente computables g de una variable
para las cuales la funcion f definida por:

_ 1 sigla) =y
ﬂ%w_{Oﬁﬂ@%y

no es computable. Qué podria decir de f cuando g es total computable?.
12. Probar que el conjunto {x € N : dominio de 1, = ()} no es recursivo.

13. Probar que los siguientes conjuntos no son recursivos:
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

a) {(z,y) € Nx N:y € rango de ¢, }.

b) {(z,y) e Nx N:9, =¢,}.
¢) {x € N: rango de 1, es infinito}.

Probar que todo conjunto recursivamente enumerable infinito contiene
un subconjunto recursivo infinito.

Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:
a) Si B es recursivamente enumerable, entonces B es recursivo o N\ B
es recursivo.
b) Si (B, )nen es una familia numerable de conjuntos recursivamente

enumerables, entonces | J7~, B, es recursivamente enumerable.

Probar que si B es recursivamente enumerable y f es una funcion par-
cialmente computable entonces f~!(B) es recursivamente enumerable.

Probar que las siguientes funciones no son computables.

0 1@ ={ g

0 en otro caso
1 siDom V¥, =0
) ) - {

0 en otro caso
1 siv, =V,
¢) fla,y) = { 0 en otro caso

1 siimagen ¥, es infinita

d) fl.y) = { 0 en otro caso

1 siledomV,
0 en otro caso

e) flz,y) = {
Decidir si los siguientes conjuntos son recursivamente enumerables:

a) {x e N:1,(0) |}
b) {z e N:y,(x) |}
¢) {z € N: dominio de ¢, = 0}.

Probar que B es recursivamente enumerable e infinito si y sélo si existe
una funcion f : N — N inyectiva y recursiva tal que el rango f es B.

Probar que B = {x € N: 1 € dom .} es recursivamente enumerable.

Probar nuevamente que que las funciones del ejercicio 17 no son compu-
tables, utilizando el teorema de Rice.
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