MATEMATICA 3 Primer Cuatrimestre de 2002

COMPLEMENTOS — FISICA
Practica 7

Subespacios invariantes

Ejercicio 1. Dadas las matrices A € €?*? y los polinomios P € C[X], calcular P(A)
para:

i) A:G ‘f) A P=X—1,b)P=X2—1, ¢) P=(X —1)?

ii) A:(i O.) P=X3—iX2+1+i

Ejercicio 2. Utilizando el Teorema de Hamilton-Cayley:

i) Calcular A* —4.4% — A* +2.A - 5.1 para A = (? _31>

1
ii) Calcular A% para A= | 1
0
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o O O

iii) Calcular (le _21> VnelN

1 3

iv) Dada A = (_1 4

), expresar a A~! como combinacién lineal de A y de I>.

Ejercicio 3. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una
transformacién lineal. Probar que f es un isomorfismo si y sélo si el término constante de
Xt es no nulo. En dicho caso, hallar la expresién general de f~! como polinomio en f.

Ejercicio 4. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V una
transformacion lineal. Sean S y T' subespacios de V tales que dim(S) = s , dim(7T) = ¢

yS@®T =V.SiSyT son f-invariantes, probar que existe una base B de V' y matrices
Al € K3%% y Ay € Kt tales que

1= (4 1)

Probar que, en este caso, Xy = X4,.X4,.



Ejercicio 5.

i) Sea f:IR? — IR? la transformacién lineal definida por f(z,y) = (z + 3.y,3.2 — 2.9).
Hallar todos los subespacios de IR? que sean f-invariantes.
ii) Sea fg : IR? — IR? la rotacién de dngulo 6:

folp = (cos@ —sen9>

senfl  cosf

Probar que, para todo 0 # k. (k € 7Z) , fs no es diagonalizable. Hallar todos los
subespacios de IR? que sean fyp-invariantes.

iii) Sea € Ry gy : C? — €2 la transformacién C-lineal cuya matriz en la base candnica

cosf —senb
‘90’}3 =

senf cosf

es

.Es gy diagonalizable? Hallar todos los subespacios de €2 que sean gg-invariantes.

Ejercicio 6. Sea f : IR® — IR la transformacién lineal definida por:
f(x17 T2,T3, T4, £U5) = (an x3,T4,Ts5, O)
i) Hallar, para cada 0 < i < 5, un subespacio S; de IR® con dim(S;) = i que sea
f-invariante.

ii) Probar que no existen subespacios propios f-invariantes S y T de IR® tales que IR® =
SeT.

Ejercicio 7. Sea A € IR3*3 tal que X4 = (x —a).(z —2).(x —2),cona € Ry z € C—IR.
Sea g4 : €3 — €3 la transformacién lineal ga(z) = A.z.

i) Probar que existe v, autovector de g4 de autovalor «, con todas sus coordenadas
reales.

ii) Sea w = vy + i.v3, con ve,v3 € IR3, un autovector de g4 asociado al autovalor z.
) ) )
Probar que w = vy — 7.v3 es un autovector de g4 de autovalor z.

iii) Se considera f4 : IR® — IR? la transformacién lineal fa(x) = A.xz. Probar que
< 9, v3 > C IR? es un subespacio fa-invariante de dimensién 2.

iv) Sea B = {v1,vs,v3}. Verificar que B es una base de IR? y hallar |fa|p.
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Ejercicio 8. Sea A=| 5 4 2 € R3*3, y sea f4 : IR? — IR? la transformacién
-4 -3 =2

lineal definida por fa(x) = A.z. Hallar subespacios propios S y T de IR3, fa-invariantes,
tales que S ® T = IR3.



