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COMPLEMENTOS MATEMATICA 3 (CA, F, O)

Practica 6: Espacios vectoriales con producto interno

1. Determinar si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso afirmativo encontrar su

matriz en la base candnica del espacio correspondiente.

a) :K*xK* - K
O(x,y) = 221y1 + Toyo — T1Y2 — 2oy, con K=R y K=C
b) :C°xC*>—C
O(z,y) = 21y — iT1Ys + 1227 + 2227
c) : K’ x K’ - K
®(x,y) = 3217, + T2Y; + 22275 + 717y + 1375, con K=R y K=C

2. a) Sea ®:R*xR® - R definida por

®(x,y) = x1y1 — 2212 — 2221 + 622y2

1) Probar que ® es un producto interno.

2
11) Encontrar una base de R que sea ortonormal para ®.

b) Encontrar una base de C? que sea ortonormal para el producto interno definido en el Ejercicio

1. (b).
3. En cada uno de los siguientes casos, hallar un producto interno en V' para el cual la base B resulte

ortonormal.

a) V=R>y B={(1,1),(2, -1)}
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b) V=C"y B={(11),(-1i)}

o) V=R"y B={(1,-1,1),(1,1,0),(0,1,1)}

d) V=C"y B=1{(1,i,1),(0,0,1),(0,1,i)}

4. Determinar para qué valoresde a v b en R es

O(z,y) = azry1 + bx1ys + broyr + bxays + (1 + b)x3ys

. 3
un producto interno en R”.

5. Probar que las siguientes funciones definen productos internos sobre los espacios vectoriales considera-

dos:
a) ()K" xK"" K, (A,B)=tr(AB*),con K=R y K=C

b) () :C[0,1] x Cl0,1] = R, (f,9) = [ f(2)g(z)dz



)

O):K'x K" =K, (z,9) =7Q*Qx' donde Q € K"™" es una matriz inversible, con K =R
y K=C

6. Restringir el producto interno del item (b) del ejercicio anterior a R,,[X] y calcular su matriz en la
base B={1,X,...,X"}.

7. Hallar el complemento ortogonal de los siguientes subespacios de V :

a)

V=R S=<(1,2,1)>
1) Para el producto interno canonico.

11) Para el producto interno definido por
(,y) = z1y1 + 232y + T3Y3 — T1Y2 — T2y

1+ 2ixg —x3+ (1 +14)xs =0
V:C4, SZ{(£1,1‘2,1‘3,$4)€C4/ ' ? s ( )4 }
1‘2+(2—i)l‘3+l‘4=0

para el producto interno (x,y) = 1Y, + 2227y + 375 + 34Ty -

v =R* , S=<(1,1,0,-1),(-1,1,1,0),(2,-1,1,1) > para el producto interno canonico.

Hallar bases ortonormales para los subespacios del ejercicio anterior para cada uno de los productos

internos considerados.
Definir explicitamente las proyecciones ortogonales sobre cada uno de dichos subespacios.

En el caso del item (c), hallar el punto de S maés cercano a (0,1,1,0). Calcular la distancia de
(0,1,1,0) a S.

Se considera C*** con el producto interno (A, B) = tr(AB*) . Hallar el complemento ortogonal

del subespacio de las matrices diagonales.

Se considera R3[X] con el producto interno (f, g) f f(z)g(x)dx . Aplicar el proceso de Gram-

Schmidt a la base {1, X, X2 X3} . Hallar el complemento ortogonal del subespacio S =<1 >.

Se considera C[—1,1] con el producto interno (f,g f f(x)g(x)dz . Hallar el polinomio de

grado menor o igual que 3 méas proximo a la fun(non fl@) = sen(w:v) .
Sugerencia: Observar que basta considerar el subespacio S =< 1,2, 22,23 sen(mx) >.
Se considera C[0, ] con el producto interno (f,g fo

1) Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base B = {1, cos t,sen t}.

11) Sea S el subespacio de C[0, 7] generado por B. Hallar el elemento de S méas proximo a la

funcién f(z) ==x.

10. Calcular f* para cada una de las transformaciones lineales siguientes:

a)

FiRP SR flay,0) = (311 + w2, —a1 + 22)



b) f: C’—C?, f(wy, 22, 23) = (221 + (1 — )22, 22 + (3 + 20) w3, 21 + P72 + 13)

¢) B={(1,2,-1),(1,0,0),(0,1,1)}, f:R*=R’y

1 0 1
Ifle=12 0 -1
01 O

d) [:Re[X] = Ry[X], f(p)=p' (donde (p,q)= [, p(x)g(z)dz).
e) PeC"" inversible, f: Cm*" — Cm*" f(A)= P 'AP (donde (A, B) = tr(AB*)).

11. Sea (V,{(,)) un espacio vectorial con producto interno de dimensiéon finita y sea f : V — V una

tranformacion lineal. Probar que Im( f*) = (Nu (f))*.

12. Sean V EVPly A:V — V una transformacion lineal autoadjunta. Probar que S subespacio de V'

invariante para A siy solo si ST lo es.

13.  a) Para cada una de las siguientes matrices, verificar que existe una matriz O € R™" ortogonal tal

que OAO! es diagonal y encontrar una:

5 0 -2
2 -1 1 3

0 7T =2
-1 2 3 -1

-2 -2 6

b) Para cada una de las siguientes matrices, verificar que existe una matriz U € C"*" unitaria tal

que UAU* es diagonal y encontrar una:

4 8 _1

4 1 i 0 2 -1 —i 0 o o o

1 1 3 2t 1 -1 2 - 0 4 i s
i 1 -1 =2t 3 1 ) 7 2 0 9 9 9
0 1 -1 2 0 0 0 3 7 4 4

9 9 9

14. Sean A € R**® simétrica con autovalores 3 v 4 v (3,4) el autovector asociado a 3. Hallar un
autovector asociado a 4. Hallar A y VA.

15. Demostrar que una matriz simétrica real tiene una raiz cubica simétrica; es decir, si A es simétrica

real, existe una matriz simétrica real B tal que B3 = A.

16. Hallar en cada caso una matriz simétrica que verifique:

a) 1,2,—1 son sus autovalores y tenga algin autovector en S = {(x,y,2):x —y+ 2z =0}.

b) —1,—1,3,0 son sus autovalores y algunos de sus autovectores pertenezcan a S = {(z,y, z,w) :
2t —y+z+w=02x—y—w=0}



17. Hallar la matriz en la base candnica de las siguientes transformaciones ortogonales:

a) f:R*> = TR?, rotacién de angulo z.

b) f: R* - R? , simetria respecto de la recta de ecuaciéon x; —x9 =0

c) f: R* — R? | simetria respecto del plano de ecuacion z1 + o — 23 = 0
)

d) f:R® - TR® | rotacion de angulo T yeje <(1,0,1) >.

18. Dada la tranformacién lineal f : R® - R® cuya matriz en la base canodnica es:

N

N
(SIS

£
S

N

N[
N[

decidir si f es una rotacién, una simetria o una composicion de una rotacion y una simetria. Encontrar

la rotacion, la simetria o ambas.

19. Sea f:R® — R? la transformacion lineal tal que

4 8 _1

9 9 9

— 4 1 8
|fl = ) 9 )
_7 4 4

9 9 9

a) Probar que f es una rotacion.

b) Hallar g:R3—>R3 tal que gog=f.



