COMPLEMENTOS DE MATEMATICA 3 (F) - Primer cuatrimestre de 2005

Practica 2 - Espacios vectoriales

A lo largo de esta practica, K simbolizara el conjunto de los niimeros reales o el conjunto
de los nimeros complejos, indistintamente.

Ejercicio 1. Probar en cada caso que el conjunto V, con la suma y el producto por
escalares definidos, es un espacio vectorial sobre K:

i) V=KN = {(a;)iex = (a1,0a2,...,an,...)/a; € KVi € IN}, el conjunto de todas las
sucesiones de elementos de K.
+ 1 (ai)iew + (bi)iew = (ai + bi)ien
tk(ai)ien = (k.ai)ien
ii) Dado X un conjunto, sea V = KX = {f : X — K tal que f es una funcién}.
+:(f+9)()=f(z)+g(x) VreX
s (kf)(zx)=k.f(x) VzeX

Ejercicio 2. Caracterizar geométricamente todos los subespacios de IR?.

Ejercicio 3. Decidir cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios de V como
K-espacio vectorial:

D) Si={feK[X]/f=06gf>2}, V=KX
i) So ={f eK[X]/f=06grf <5}, V=KX]

iii) S3 = {M € K¥**/M! = M}, V=K

iv) Sy = {M € K3*3 /tr(M) = 0}, V = K**3

v) Ss={f€C®(R)/f"(1)=f(2)}, V=R K=R

vi) Dados a y b € IR fijos, S¢ = {f € C*(R) / f" +af +bf =0}, V=RE K=1R
i) Sr={feC(R /fo r)dr =0}, V=RE K=R

viii) Sg—{(al)lemeK]N/ElkelN tal que a, =0 Vr >k}, V=K~

vii

Ejercicio 4. Sea A € K"*™ y sea S = {x € K™ : A.x = 0} el conjunto de soluciones del

sistema lineal homogéneo cuya matriz asociada es A. Probar que S es un subespacio de
K™.

Ejercicio 5. Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V:
i) Probar que S NT es un subespacio de V.
ii) Encontrar S y T subespacios de V = IR? tales que S U T no sea subespacio.
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(%) iii) Probar que SUT es un subespaciode V. <= SCT 6T CS.

Ejercicio 6. Encontrar un sistema de generadores para los siguientes espacios vectoriales
sobre K:

1) Kn[X] ={f €eK[X]/f=006gr(f) <n}

)€, K=R
) Si={(z,y,2) e R® /o +y—2=0; 2-y=0} ,K=TR

iv) So={AecR*¥/A=—-A"}  K=TR
)
)
)

i

iii

Ss={f e RyX]/f(1) =0y f(2) =f(3)} , K=1R
Sa={feC>M)/f"=0} , K=R

(*) vil) S5 = {(an)nen\] EIR]N/(IZ‘_H —a; = ay — ay VZE]N} ,K =R

Ejercicio 7. Sea S = < (1,-1,2,1),(3,1,0,-1),(1,1,-1,-1) > C IR*.
i) Determinar si (2,1,3,5) € S

ii) Determinar si S C {z € R*/xq — 29 — 25 =0}

iii) Determinar si {x € R*/z; — 29 —23 =0} C S

Ejercicio 8. Sea V un K-espacio vectorial y sean vy, vy, v3 € V.
Probar que si v; + 3vs —v3 = 0 = 2v; — vo — v3 entonces < vy, Vo, V3 >=< Vg >.

Ejercicio 9. Decidir cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas:
i) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V. Entonces < v, w >=< v, w + 5v >

ii) Sean vy, vg, v3, vy, w € IR” tales que < vy, vy, w >=< v3, vy, w > . Entonces
< V1, Vg >=< V3, Vg4 >

iii) Sea V un K-espacio vectorial y sean vy, v9, v, w € V.
<V1,V2,0V3,W>=< V1, V2, V3 > wWec VU, V2, V3 >

Ejercicio 10. Decidir si las siguientes sucesiones de vectores son linealmente indepen-
dientes sobre K:

i) (1—4,4), (2,-1+i)enC*paraK=R yK=C

1-X)2, (1-X)?,1-X,1enK[X]

f(x) =senz, g(xr) = cosx,, h(z) =zcosz en R K=1R
flx)=e*, g(x)=z,h(z) =eTen RB K=R
w=(1,0,1,0,1,..), v = (0,1,0,1,0,...), w = (1,1,0,1,1,0,...) en KN

iv

v

ii)
iii)
)
)



Ejercicio 11. Sea V un K-espacio vectorial. Probar:

i) {vi,...,v,...,v5,...,vp} C Vsonl i. <= {vi,...,v5,...,0;,...,v,} € Vsonl i
i) Ae K, A#£0
{v1,..,0, ..., 0} CVson Ll i. <= {v1,..., \v;,...,v,} C Vsonl i
i) A e K
{v1,.. v, .. v, CVson L i <= {v1,...,v, + Avj,...,v5,...,0,} TV
son l. i.

Notar que i), ii) y iii) justifica el “método de triangulacién” para analizar la dependencia
o independencia lineal de vectores en K".

Ejercicio 12. Hallar todos los k € IR para los cuales cada uno de los siguientes subcon-
juntos de IR® es un conjunto linealmente independiente:

i) {(1,2,k), (1,1,1), (0,1,1 — k)}
i) {(k,1,0), (3,—1,2), (k,2,—2)}

Ejercicio 13. Hallar una base y la dimensién de los siguientes K-espacios vectoriales
i) <(1,4,-2,1), (1,-3,-1,2), (3,-8,-2,7) >, K=1R
i) {(z1,22,73,74) ER* /21 + 20+ 23+ 24 =0} , K=1R
i) {f eR[X]/f=06gr(f) <3y f(2)=f(-1)},K=R
iv) {feR[X]/f=0 6gr(f) <3y fesun miltiplo de (z?2 - 2)} , K =R
)

v {(an)nEJN € K]N /ai = aj VZ,]}

Ejercicio 14.

i) Probar que el conjunto {(1,0,0), (0,4,0), (1,1,7)} es base de €C® como C-espacio
vectorial pero no como IR-espacio vectorial. Calcular la dimensién de €2 como IR-
espacio vectorial.

ii) Probar que el conjunto {eq,...,e,} es una base de € como C-espacio vectorial pero
no como IR-espacio vectorial.

iii) Probar que {ey,...,e,,i€e1,...,ie,} es una base de C™ como IR-espacio vectorial.
;,Cudl es la dimensién de €" como IR-espacio vectorial?

Ejercicio 15. Completar los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base
del K-espacio vectorial V indicado:

i) {(1,1,1,1), (0,2,1,1)} , V=R* K=
i) {X3-2X+1,X3+3X},V=R3[X],K=R
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(101 0 i 0 2 s o B
111){(2. 1),(1 1>,<1 1)},\/—@ , K=R yK=C

Ejercicio 16. Extraer una base de S de cada uno de los siguientes sistemas de generadores:
i) S=<(1,1,2), (1,3,5), (1,1,4), (5,1,1) >C R* , K = IR
i) S=<X?4+2X+1,X?+3X+1,X+2>CR[X] ,K=1R

o (11 0 i 0 i 11 vy B
111)S—<(1 1),(1 1>,(0 0)’(0 0)>§@ , K=RyK=C

Ejercicio 17. Hallar la dimensién del IR-espacio vectorial S para cada k& € IR en los
siguientes casos:
i) S=<(1,k1), (-1,k,1), (0,1,k) > Cc IR?

ws=((48) - (b 4) (0 opew

iii) S = {z € R*/A.x = 0} siendo A € IR**3

1 -k -1
A= -1 1 k2
1 k k-2

Ejercicio 18. Determinar todos los k € IR para los cuales
< (-2,1,6),(3,0,—8) > = < (1,k,2k), (—1,—1,k*> — 2), (1,1, k) >.

Ejercicio 19. En cada uno de los siguientes casos caracterizar los subespacios SN7T y

S + T de V. Determinar si la suma es directa:
i) V=R?*,S={(z,y,2)/32-2y+2=0} v T={(z,y,2)/z+z=0}
ii) V=R?,S={(z,y,2)/32—2y+2=0,z—y=0} y T=<(1,1,0),(573) >
iii) V=TR3,S5=<(1,1,3),(1,3,5),(6,12,24) > y T=<(1,1,0),(3,2,1) >
) RX],S={feRX]/f(1)=0} v T=<1,X,X? X34+2X2-X, X% >
) V=TR[], S ={f € RX|/f(0) = 0} v T={feR[X]/f(0)=7"(0)=0}

() iv

v
\Y

Ejercicio 20. Determinar todos los & € IR para los cuales SNT =< (0,1,1) >, siendo
S={zeR3/zi+a,—25=0} y T=<(1,k2),(-1,2,k) >.

Ejercicio 21.
i) Sean S = {f e R®/ f(0) =0} y T = {f € R®/ f es constante}. Probar que Sy T
son subespacios de R® y que S & T = RE.
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ii) Sean S={f e R® / f(z) = f(-2) Ve e R}y T={f e R®/ f(—z) = —f(z) Vx €
IR} (los elementos de S se llaman funciones pares y los de T, funciones impares).
Probar que S y T son subespacios de R® y § ¢ T = R,

iii) Sean S = {A e K"™" /A=A"} y T={A e K" /A= —A"} (los elementos de S
se llaman matrices simétricas y los de T', matrices antisimétricas). Probar que S'y T
son subespacios de K"*" y S @ T = K"*™.

Ejercicio 22. Para cada S dado hallar T C V tal que S @ T = V (en este caso, T se dice
un suplemento de S con respecto a V):

i) S=<(1,2,-1,3),(2,3,-2,1), (0,1,0,7) > , V=1R*
ii) S={AeR¥3/ tr(4) =0}, V=1R3*3
iii) S=<3,1+X2>,V =MRyX]

Ejercicio 23. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar:
i) S, T subespacios de R® ,dim S=dim T =2 = Jv#0tal quev € SNT
ii) S, T, W subespacios de IR°, dim S = dim T =dim W =2 = dim (SN TN W) > 1

(¥) Ejercicio 24. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea T un hiperplano de
V (es decir, un subespacio de dimensién n — 1):

i) Probar que Vo ¢ T, T & <v >= V.

ii) Si S es un subespacio de V tal que S Z T, probar que S + T = V.
Calcular dim (S N T).

iii) Si Sy T son dos hiperplanos distintos, deducir dim (S N T).

Ejercicio 25. Encontrar las coordenadas de v € V respecto de la base B en los siguientes
casos:

i) V=K"; v=(x1,....,2,) y B = F la base canénica

i) V=IR®; v=(1,2,-1) y B={(1,2,-1),(0,1,1),(0,0,2)}

)
)
iv) V=R3[X]; v=2X2-X3 yB={3,1+X, X2+5, X3+ X?}
_m2x2 . . [a11 a12 . 1 3 1 4 0 2 1 1
V)V_IR ’U_<CL21 a22>yB_{(O —1)’(3 2)’(1 —1)’(2 5)}

Ejercicio 26. En cada uno de los siguientes casos, calcular C'(B, B’), hallar las coorde-
nadas de v respecto de B y utilizando la matriz de cambio de base, las coordenadas de v
respecto de B’:



i) V=1R*, B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} , B’ ={(-1,1,1),(2,0,1),(1,-1,3)} ,
v=(-1,5,6)
i) V=TRy[X], B={3,1+X,X?}, B ={1,X+3,X>+X},v=X
iii) V=IR*, B= {v1,v9,v3,v4} , B' ={vs,v1,v4,02} , v =2.01 + 3.09 — 5.v3 + T.vy4
iv) V=R**?  B={E" E2 E* E?»*} (la matriz E” es la matriz que tiene un 1 en

el lugar ij y 0 en todos los deméds lugares),
B = { 1 3 ’ 1 4 : 0 2 ’ 1 1 } v = ayip a2
0 -1 3 2 1 -1 2 5 o1 A22
Ejercicio 27. Sean B = {v1,...,v,} vy B' = {wy,...,w,} dos bases de K". Sea M la

matriz cuyas columnas son vy,...,v, y sea N la matriz cuyas columnas son wy,...,ws,
(ordenadamente). Probar que C(B,B’) = N~ M.

Lectura complementaria: Un método para decidir si un conjunto finito de funciones
es linealmente independiente usando la matriz de Wronski puede encontrarse en el libro
Matriz Analysis and Applied Linear Algebra de Carl D. Meyer (pagina 189).

Ejercicio adicional: Probar que {f € C*(R)/ f”" + f =0} =<senz, cosz >.
f(@)—f(5)senx

Cosx

(Sugerencia: Probar que si f” + f = 0, entonces es una funcién constante

en el intervalo (-7, %).)



