Departamento de Matematica - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - UBA 1

MATEMATICA 2 (Complementos de Matematica 3)
Verano 2009

Practica 3 - Transformaciones lineales

Ejercicio 1. Determinar cudles de las siguientes funciones son transformaciones lineales:
L f:R> =R, f(z1,29) = (1 — x2, 239, 1 + 21)

2. f:C—C, f(z) =z, considerando a C como C-espacio vectorial y como R-espacio vectorial.

. T2X2 ai;p a2
3. f: R SR, f ( = Q11022 — G12021

az1 a2

a a a 0 a a
4 fR2%2 _, R2x3 1 a2\ _ 22 12 + a21
)
a1 a2 0 ann ax—an

5. ¢ :R[X] = R?, ¢(f) = (£(0), f(0), f(0))

Ejercicio 2. Probar que las siguientes funciones son transformaciones lineales:
Lotr: K™ — K, tr(A) =Y, Aii
2. f: KM — Km0 f(A) = BA donde B € K™ estd dado
3. 0:C%(R) — C*(R), (f) = f
4. @ C([0,1]) = C([0,1]), (f)(z) = [y f(#) dt
5. € : K[X] = K, €,(f) = f(a) donde a € K

Ejercicio 3.

1. Justificar que existe una transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (=5,3) y
f(=1,1) = (5,2), y que es tnica. Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2).

2. ;Existird una transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (2,6); f(—1,1) = (2,1) y
f(2,7)=(5,3)?

3. Sean f, g : R? — R? transformaciones lineales tales que

f(1,0,1) =(1,2,1), f(2,1,0)=(2,1,0), f(-1,0,0)=(1,2,1),
g9(1,1,1) = (1,1,0), ¢(3,2,1) =(0,0,1), ¢(2,2,—1) =(3,-1,2).

Determinar si f = g.

4. Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal f : R? — R3 que
SatiSfaga que f(]-7 _17 1) = (27 a, _1)7 f(17 _17 2) = (CLQ, _17 1) y f(17 _17 _2) = (57 _17 _7)

Ejercicio 4.
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1. Calcular el nicleo y la imagen de cada una de las tranformaciones lineales del Ejercicio 1.
Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo. En el caso que sea
isomorfismo, calcular f~1.

2. Clasificar las transformaciones lineales tr y €, del Ejercicio 2 en epimorfismos, monomorfismos

e isomorfismos.

Ejercicio 5. Sea f: R* — R? la transformacién lineal dada por
f(x1,m9, w3, 24) = (1 + T2 + T3 + T4, 21 + 322 + 223 + 4y, 221 + T3 — T4)
1. Calcular Nu(f) e Im(f)
2. Calcular f~%(2,0,6)

Ejercicio 6. Sea S = < (1,1,0,1),(2,1,0,1) > C R,
1. Hallar una transformacioén lineal f : R* — R? tal que Nu(f) = S
2. Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones sea

<(1,1,0,1),(2,1,0,1) >+ (0,1, 1,2)

Ejercicio 7. Calcular el rango de las siguientes matrices:

10100
00 3 1 11000
0110 y 01100
1070 001 10

01011

Ejercicio 8.

1. ;Existird algin epimorfismo f : R?*? — R4[X]?,
.Y un monomorfismo f : {A € R**? : tr(A) = 0} — {f € R3[X]: f(1) = /(1) = 0}?

2. Sean v; = (1,0,1,0), vo = (1,1,1,0) y v3 = (1,1,1,1). ;Existird alguna transformacién lineal
f:R? — R* tal que {vy,v9,v3} C Im(f)?

3. Sean S, T C R* los subespacios definidos por
S = {(561,%2,.%'3,.%'4) /xl + 22 + 23 = 0} yT = {($1,$2,$3,$‘4) /21‘1 +x4=0,20 —23 = 0}.

; Existird algtn isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) = T7?

4. Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una transformacién lineal f : R® — R* que
satisfaga Nu(f) = S e Im(f) = T en los siguientes casos:

(a) S=<(1,2,1) >, T = {(w1, 22,23, 24) / 1 + T2 — 23 + 224 = 0},
(b) S=<(1,-2,1) >, T = {(z1,22,23,74) / 71 + 22 = 0, 23 + 4 = O},

Ejercicio 9. En cada uno de los siguientes casos definir una transformacién lineal f : R? — R3
que satisfaga lo pedido
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1. (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f)) =1

2. Nu(f)nIm(f) =< (1,1,2) >

3. f#0y Nu(f) CIm(f)

4. f#0y fof=0

5. f#Idy fof=1d

6. Nu(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) NnIm(f) = {0}
Ejercicio 10. Sean f : R® — R* f(x1,20,73) = (21 + 22,21 + 23,0,0) y g : R* — R2
g(z1,22,23,24) = (21 — ®2,2x1 — x2). Calcular g o f. También las matrices correspondientes
a f, gy go f con respecto a las bases canodnicas, el niicleo y la imagen de f, de g y de go f. Decidir
si son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.
Ejercicio 11.

1. Mostrar que la transformacién lineal f : R?, f(z,y) = (rcos¢ — yseng, xsen¢ + ycos @)
con ¢ € R fijo es una rotacién (de dngulo ¢ radianes).

2. Para ¢ = 7 calcular f?
3. Hallar f:R? — R?, f #1d, tal que f3 =1d
4. Hallar A € R?*2, A #1d tal que A® =1d ;Y en R3*3?

(¥) Ejercicio 12. Sean A € K™*" y B € K"*". Probar que rg(AB) <rg(A) y rg(AB) < rg(B).

Ejercicio 13. Sea f : R? — R* la transformacién lineal definida por
f(x1, 2, 23) = (w2, —m2 + 223,21 — Lo, 1 — T2)

y sean las bases B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B = {(1,1,0,0), (1,-1,0,0), (0,0,1,1),(0,0,1, —1)}
de R? y R* respectivamente.

1. Calcular [f]|gp
2. Calcular Nu(f) e Im(f)
3. Calcular las matrices inversibles Q@ € R*** y P € R3*3 tales que [f]zs = Q|[f]es P donde &
y £ son las bases canénicas de R? y R* respectivamente.
Ejercicio 14. Sea f : R? — R? definida por

f($1,l’2,l’3) = (wl + x9 — 3,221 — 329 + 21’3,3ZE1 — 229 + .’Eg).

o = O

1 0
1. Determinar bases By B’ de R3 tales que [f]gg = | 0 0
0 0

2. Si A es la matriz de f en la base canénica,
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0

0)

0
0
0
0

Ejercicio 15. Sean B = {v1,vs,v3} una base de R3 y B’ = {wy, ws, w3, w,} una base de R*. Sea
f:R?® — R* la transformacién lineal tal que

(a) ¢cudl es el rango de A?
(b) encontrar matrices inversibles ) y P tales que

QAP =

S = O

(donde [f]p~ nota [f]5)

S O =
O = O

1
0
0
3. ¢Existe una base B” de R? para la cual [f]gr = (

1 -2 1
-1 1 -1
3 =2 5

1. Hallar f(3v; + 2v9 — v3). /Cuéles son sus coordenadas en la base B'?
2. Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

3. Describir el conjunto f~!(w; — 3wz — wy)

Ejercicio 16. Para las siguientes f : V' — V, calcular [f]g, donde £ es la base canénica
L. V=RyX], f(P)=P,&={1,X, X% X3 X%}
2. V=R>? f(A)=A!, &= {Ew, Ez, B, Ex}
3. V = C? como R-espacio vectorial, f(x1,z2) = (2z1—iz2, v1+x2), £ = {(1,0),(0,1), (,0), (0,4)}

Ejercicio 17. Dada f : R?* — R3 dada por
f(z1, o, x3) = (1 + 222 + 23, 221 + T2 + 223, 221 + 222 + T3),
1. Calcular [f]g con B ={(-1,1,0),(-1,0,1),(1,1,1)}
2. Verificar que f es un isomorfismo

3. Exhibir una matriz inversible P € R3*3 tal que [f]g = P~ ![f]e P

Ejercicio 18. Sea f : R? — R? dada por f(z1, e, 73) = (21,71 + 279 — 23, 221 + 229 — 73). Probar

1 00
que f es un proyector (i.e. fof = f)y encontrar una base Bde R®enlacual [fls=| 0 1 0
000
Ejercicio 19. En cada uno de los siguientes casos construir, si es posible, un proyector f : R? — R3
que cumpla lo pedido

1. Nu(f) = {(z1,22,23) /21 + 22 + 23 =0} e Im(f) = < (—2,1,1) >
2. Nu(f) = {(x1,22,23) /3x1 — 23 =0} e Im(f) = < (1,1,1) >

y en caso que sea posible encontrar una base B de R3 tal que [f]s sea una matriz diagonal con solo
1 0 0 en la diagonal.



