MATEMATICA 2.
Segundo Cuatrimestre — 2010.

Préctica 1: Espacios vectoriales, generacién, independencia lineal.

Espacios vectoriales.

1. (2) Sea X un conjunto no vacio. Sea kX = {f : X — k} el conjunto de todas las funciones de X a k.
Mostrar que las operaciones

(f +8)(x) = f(x) +g(x)
(A-f)(x) = Af(x)
hacen de k¥ un espacio vectorial sobre k.
(Qué se obtiene si X =N? ;Y si X ={1,---n}?
(b) ¢Bajo qué condiciones es kX de dimensién finita? Cuando estas condiciones se cumplan, encuentre
una base.
2. Sea X C R un abierto no vacio. Muestre que los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales
de RX sobre R.
(1) C®(X)={f:X —R: f esinfinitamente diferenciable};
(b) RX;
(c) COX)={f:X—R:fescontinua};
d L={feCX):VxeX, f(x)=f(x)}
() D(X)={f:X—R: fesderivable};
) V(xo) ={f € CHX): f(xo) =3f"(x0)} (para xg € X).
Determine todas las inclusiones entre estos espacios.
3. Sea X un conjunto no vacio, V un espacio vectorial sobre k y consideremos el conjunto VX = {f :
X — V} de todas las funciones de X en V.

(1) Mostrar que es posible definir sobre VX, imitando lo hecho en el ejercicio 1, operaciones de suma
q P ) "
y de producto por elementos de k de forma natural, de manera tal que V* resulte, con respecto a
esas operaciones, un espacio vectorial sobre k.

(b) SiY C X es un subconjunto no vacio, ;puede verse a V¥ como subespacio de VX?
(c) Si W C V es un subespacio vectorial, ;puede verse a WX como subespacio de VX?

4. Sea A € k""" y sea

S={xek": Ax =0}
el conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo asociado a A. Muestre que S es un subespacio
vectorial de k.

5. Sean S y T subespacios de un k-espacio vectorial V. Pruebe que:

(@) SNT esun subespacio de V.
f(b) Si SUT es un subespacio de V entonces S C T 6 T C S.

6. Decidir cuédles de los siguientes subconjuntos S son sub-k-espacios de V
(@ S={veR¥:v=a-(1,0,00+b-(1,1,1), cona, b R}, V=R3 k=R;
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(b)) S={ai:aeR},V=C,k=R;

(c) S={ai:aeR},V=C,k=C;

(d S={feck[X]:f=0Vdegf >2},V=kK[X];

() S={feck[X]:f=0Vdegf <5}, V=kK[X];

() S={Me My(k): M' = M}, V = My(k);

(§) S={Me My(k):trM =0}, V= My(k), donde tr M = Y% | My;

() S={feC®R):f"(1)=f(2)},V=RE k=R.

7. Mostrar que los siguientes conjuntos no son sub-R-espacios vectoriales de R3:

@ {(x,y,z) ER®:x+y+z=1}

() {(x,y,z) ER®:x2+y? +22 =1}.

c) {(x,y,z) ER®:x*+1y?—22 < 0}.

d) {(x,y,z) € R3:xyz =0}.

8. (1) Sean S = {f € RR/f(—x) = f(x)Vx e R} y T = {f € RR/f(—x) = —f(x)Vx € R}, los
espacios de funciones pares e impares, respectivamente. Probar que S y T son subespacios de R¥ y
ST =RE

(b) Sean S ={A € K""/A' = A} y T ={A € K" /Al = — A}, los espacios de matrices simétricas y
antisimétricas, respectivamente. Probar que S y T son subespacios de K"*" y S & T = K"*".

Conjuntos generadores.

9. (a) Encontrar al menos tres sistemas de generadores del subespacio
S=1{((1,-1,21),(3,1,0,-1),(1,1,-1,-1)) c R%

(b) :(2,1,3,5) estd en S?

(c) (BsSC{xecR*:x;—xp—x3=0}?

(d) (Es{xeR*:x;—x;—x3=0}CS?

10. Determine dos sistemas de generadores para cada uno de los siguientes espacios vectoriales:
(a) k™ sobre k;

(b) k[X],={f €k[X]: f=0Vdegf < n} sobrek;

(c) k[X] sobre k;

(d C" conk=TR;

e {(x,y,z) ER3:x+y—z=0,x—y=0},conk=R;

A {(x,y,z) ER3:x+y—2z=0,x—y =0}, con k arbitrario;
(9) {feklX]a:f(1) =0,f(2) = f(3)}, conk =

(h) {f € C*(R): " =0}, conk =R.

11. Sea X un conjunto no vacio.

(a) Si X es finito, determine un sistema de generadores para k*.
(b) Sea

k¥ = {f € kX : existe Y C X finito tal que f]| x\y s constante},

el conjunto de las funciones sobre X que son constantes fuera de un conjunto finito.
Encuentre un sistema de generadores para kJ.

(c) Si X es finito, y V es un k-espacio vectorial, determine un sistema de generadores para VX.
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Dependencia lineal y bases.

12. Sea V un espacio vectorial sobre k.

(a) el conjunto {vy,...,v;,... ,Vj, - - .,Un} C V es linealmente independiente si y solo si el conjunto
{v1,..., VjyevesOiseney vy} es linealmente independiente.

(b) SiA e k\{0},{v1,...,0i,...,vn} C V eslinealmente independiente sii el conjunto {vy,...,Av;,..., v, }}}
es linealmente independiente.

(c) SiAe€k {vy,...,v;,...,0
)LU]', ..
Notar que los tres items anteriores justifican el “método de triangulacién” para analizar la depen-
dencia o independencia lineal de vectores en K".

Iy vy} C V es linealmente independiente sii el conjunto {vy,...,v; +
Ve, v, } es linealmente independiente.

13. En este ejercicio todos los espacios vectoriales son reales. Decidir si los siguientes conjuntos son
linealmente independientes o no. En caso de no serlo, determine qué elementos pueden eliminarse de
manera que el conjunto residual sea linealmente independiente y genere el mismo subespacio que el
conjunto original. Finalmente, complete cada conjunto a una base del espacio ambiente.

@ {(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5)} en R3.

() {(1,0,-1),(1,1,2),(0,1,1)} en C3.

) 1@, 1 2),(1,4,3),(3,3,3), (e, 1,v/2)} en R3.

@ {(1,1,1),(1,a,4%),(1,8,B%)} enR® con o, B € R.

e) {(1,1,1,1),(1,a,a% %), (1,8,B% %)} enR* cona, B € R.

" {GEX-1)(X-2),(X=1)(X=3),(X-2)(X—3)} en R[X],.
© {(11), (1)), (80).(51)} en Mz(C).

14. Determinar todos los A € k de manera que los siguientes conjuntos resulten linealmente indepen-
dientes:

@ {(1,2,1),(1,1,1),(0,1,1—A)} en R3.

(b) {/\X2 + X, — X2+ A, A2X} en R[X]4.

© {(12),(521) (10)} en M(C).

15. Encuentre bases para los siguientes espacios vectoriales

(a) V={Ae M,;(R): A= A’} sobre R.

() V={Ae M,(C): A= A’} sobre R.

(c) V={A¢e M,(C):trA =0} sobre R.

(d) V= {(an)nen, € R0 :Vn € Ny, a,41 = 2a,} sobre R.

(e) V= {(an)nen, € R0 :Vn € No,ays2 = a1 + an} sobre R.
) V={peR[X]y:p0)=p(l) =0} sobre R.

() V={peR[X],:p(0)=p'(1) =0} sobre R.

16. Sea F = {f}icn, C R[X] tal que deg f; =i si i € Ng. Mostrar que F es una base de R[X].
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