MATEMATICA 2
Segundo Cuatrimestre — 2010

Préctica 3: Bases, cambios de base y matrices

1. Encontrar las coordenadas de v € V respecto de la base B en los siguientes casos:
a) V=k",v=(x1,...,x,), Blabase candnica.
b) V=R30=(1,2-1),B=1{(1,2-1),(0,1,1),(0,0,2)}.
o) V=R30v=(1,-1,2),B={(1,2,-1),(2,1,3),(1,3,2)}.
d) V=R30=(x1,x,x3), B={(1,2,-1),(2,1,3),(1,3,2)}.
e) V=R[X]3,v=2X>-X3B={31+X,X>+5 X+ X?}.
2. Calcular la matriz de cambio de base C(B, B1) en los siguientes casos:
a) V=R?% B={(1,1),(1,2)}, B1 = {(-1,3),(2,5)}.
b) V=R3B=1{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, By = {(1,1,1),(2,0,1),(1,1,3)}.
¢) V=R[X]p, B={(3,1+X,X?}, By = {1, X +3,X>+2}.
d) V=R[X]3B={1,X,X%X3, B ={,1+X,(1+X)?(1+X)%}.
3. Sea V un k-espacio vectorial y sean By, By y B3 tres bases de V.
a) C(Bl, B3) = C(Bz, B3)C(B1, Bz).
b) La matriz C(Bj, By) es inversible.
4. Sea M = (i (%] D y B = {v1, 05,03} una base de R3.
a) Encontrar una base B; tal que C(B,B;) = M.
b) Encontrar una base B tal que C(By,B) = M.

5. a) Sean U, V y W tres espacios vectoriales, con bases By;, By y Bw. Si f: V- Wyg: W = U
son transformaciones lineales, mostrar que

I8 © flBy,By = I8|By,By |f1By,By-

b) Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacién lineal. Si By y B{, son bases
deVyBwy B{N son bases de W, mostrar que

|f18y,8;, = C(Bw, By) |f|By,B, C(By, Bv).

6. a) Mostrar que existe una tnica transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (=5,3) y
f(=1,1) = (5,2). Determinar f(5,3) y f(—1,2).
b) ¢Existe una transformacion lineal f : R — R? tal que f(1,1) = (2,6), f(—1,1) = (2,1) y f(2,7) =
(5,3)?
¢) Encontrar todos los a € R para los que existe una transformacién lineal f : R® — R?® que satisface
que f(1,—1,1) = (2,a,—1), f(1,-1,2) = (a%,—1,1) y f(1,—1,-2) = (5,—1, 7).
7. Sean f : R? — R*tal que f(x1,x2,x3) = (x1 +x2, %1 +3,0,0) y g : R* — R2 tal que g(x1, X2, x3,x4) =
(x7 — x2,2x1 — x2). Determinar la imagen y el nacleo de los morfismos f, ¢ y g o f. Decidir si se trata
de monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.

8. Determinar si existe—y en ese caso, encontrar explicitamente—una transformacién lineal f : R3 —
R* tal que im(f) = Sy ker(f) = T en cada uno de los siguientes casos:
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a) S = {(x1,x2,%3,%4) €R* 1y + x5 — x5+ 2x4 = 0}, T = ((1,2,1)).
b) S ={(x1,x2,x3,%4) €ER*:x1+ 3 = 0,53+ x4 =0}, T = ((1,-2,1)).
9. En cada uno de los siguientes casos, determine una transformacién lineal f : R® — R3 que satisfaga
las condiciones dadas:
a) (1,1,0) € ker(f), dim(im(f)) = 1.
) ker(f) Nim(f) = ((1,1,2)).
0) f # 0, ker(f) C im(f).
d) f#0,fof =0,
e) f#id, fof=id
) ker(f) # 0,im(f) # 0, ker(f) Nim(f) = 0.
10. Encontrar proyectores f : R® — R3 que satisfagan las siguientes condiciones:
a) im(f) = {(x1,x2,x3) € R?: x1 4+ xp + x3 = 0}.
b) ker(f) = {(x1,x2,%3) € R3: xy + x5 +x3 = 0}
¢) ker(f) = {(x1,%2,%3) € R?:3x; — x3 = 0}, im(f) = ((1,1,1)).

11. Sea V un k-espacio vectorial.

a) Sea f : V. — V un proyector. Mostrar que V = ker f @ im f. Probar ademds que g = id — f es
también un proyector de V y determinar su ntcleo e imagen.

b) Sean S y T subespacios de V tales que V = S @ T. Entonces existe un tnico proyector f : V — V
tal que S = ker(f) y T = im(f).

12. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea f : V — V un proyector. Mostrar que existe un
base B de V tal que

(|f|) 1, sii=jyi<dim(im(f));
Blij— 0, en otro caso.
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