MATEMATICA 2
Segundo Cuatrimestre — 2010

Préctica 5: Autovalores y diagonalizacion

1. a) Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y autovectores de las siguientes
matrices, considerando por separado el caso en que los coeficientes estdan en R y en C:

i)<1 3>. 3 1 0 0000
-3 1) vwl-4 -1 0| .. [1 00 0]
/13 4 -8 -2 Vi) 19 1 0 0]
11)(3—1); a1 1 0001
.. (0 a vi) |1 a 1]; 0101
i) <_a 0)" 11 a o |1 010
0 2 1 100 0101
ivy |2 0 3]; vii) [a 1 0]; 1010
1 -3 0 0 a1

En todos los casos, a € K.

b) Interprete cada una de las matrices del item anterior como la matriz de una transfor-
macioén lineal f : K" — K" (con K = R y C, respectivamente) con respecto a la base
canénica £ de K", y encuentre, cuando es posible, una base B de manera tal que [f]3 es
diagonal; en ese caso, encuentre la matriz de cambio de base C(&, B).

2. a) Sean A,D € M,(k) y C € GL,(k) tales que A = CDC~!. Mostrar que A¥ = CD*C~!
cualquiera sea k € N.
b) Calcular

n

-1 -2 2
0 1 0
-1 -3 —4

para cada n € N.

3. El objetivo de este ejercicio es encontrar una férmula cerrada para la sucesion (a,),>0 tal
queag=ay =1y,sin >0,

Ap42 = Ap+1 + dn.

Considere el endomorfismo f : C> — C? tal que, en la base canénica, estd representado
por la matriz

1= o)-

Muestre que, para cada n > 0 es
f (an+1> _ <an+2> )
an An+1
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Encuentre ahora una base que diagonalice a f y use el ejercicio anterior y el hecho de que

()= ()

para obtener una férmula cerrada para a, en esos casos.

4. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

{x’(t) = 6x(t) +2y(t)
y'(t) = 2x(t) + 3y(t)

con condiciones iniciales x(0) = 3, y(0) = —1.

5.Sea D : f € C®°(R) — f' € C*(R) la transformacién lineal derivacién. Mostrar que para
todo A € R, la funcién f(x) = e es un autovector de D asociado al autovalor A (observar
que entonces D tiene infinitos autovalores).

. . a
6. Determinar qué matrices de la forma <

0 i) con a,b,c € k, k € {R,C}, son diagonali-

zables.

7. a) Sea f : R> — R? la transformacién lineal definida por f(x,y) = (x + 3y,3x — 2y).
Hallar todos los subespacios de R? que sean f-invariantes.
b) Sea f : R? — R? la rotacién de angulo 6:

fole = cos(f) —sen(0)
0IE = \sen(f) cos() /-
Probar que, para todo 6 # k7t (k € Z), fp no es diagonalizable. Hallar todos los subespa-

cios de R? que sean fy-invariantes.
c) Sea§ € Ry g : C*> — C? la transformaciri C-lineal cuya matriz en la base canénica es

(0] = cos(f) —sen(0)
301 sen(f0) cos(f) /-
¢Es gy diagonalizable? Hallar todos los subespacios de C? que sean gp-invariantes.
8. Sea A € M3(R) tal que x4 = (t —a)(t—z)(t—2),cona € Ryz € C\R. Sea g4 : C3 — C>

la transformacion lineal g4 (x) = Ax!.

a) Probar que existe vq, autovector de g4 de autovalor «, con todas sus coordenadas reales.

b) Sea w = v, + iv3, con vy, v3 € R3, un autovector de g4 asociado al autovalor z. Probar
que @ = vy — iv3 es un autovector de g4 de autovalor Z.

c) Seconsidera f4 : R3 — R3 la transformacion lineal fa(x) = Ax'. Probar que (v, v3) C R3
es un subespacio f4-invariante de dimensién 2.
d) Sea B = {v1,vp,v3}. Verificar que B es una base de R® y hallar [f]p.

9. Sea A € M, (k). Mostrar que A y A’ tienen los mismos autovalores. Mostrar con un
ejemplo que no sucede lo mismo con los autovectores.

10. Sea f € End(V) un proyector de un espacio vectorial de dimensién finita V tal que
dimim f = s. Determinar su polinomio caracteristico, y mostrar que es diagonalizable.
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11. Un endomorfismo f € End(V) de rango 1 es diagonalizable sii ker f Nim f = 0.

12. Sea A € M, (k) diagonalizable y sean Ay, ..., A, las raices de su polinomio caracteristico
contadas con multiplicidad. Mostrar que tr A = ) A; y que det A =[] A;.

13. Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita y sea f : V — V una transformacién
lineal. Sean S y T subespacios de V tales que dim(S) = s, dim(T) =t yS®T=V.SiSyT
son f-invariantes, probar que existe una base B de V y matrices A; € k¥*° y A, € k'*! tales

que
Ms= (7 4)-

Probar que, en este caso, X5 = XA, XA,

-1 0 2
14.Sea A= |5 4 2 | €R¥3 yseafs:R® — R la transformacién lineal definida
4 y

-4 -3 =2

por fa(x) = Ax'. Hallar subespacios propios S y T de R?, f4-invariantes, tales que S® T = R3.
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