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MATEMATICA 2 - Primer cuatrimestre de 2012

Practica 1 - Espacios vectoriales

A lo largo de esta préactica, K simbolizard el conjunto de los niimeros reales o el conjunto de los niimeros
complejos, indistintamente.

Ejercicio 1. Dado un conjunto no vacio X, sea KX = {f : X — K tal que f es una funcién},

(f+9)(x) = f(x)+g(xr) YVereX
(k.f)(x) =k.f(z) VeeX

Probar que KX, con la suma y el producto por escalares definidos, es un espacio vectorial sobre K.
Ejercicio 2. Caracterizar geométricamente todos los subespacios de R?.

Ejercicio 3. Decidir cudles de los siguientes conjuntos son subespacios de V' como K-espacio
vectorial.

i) S={ailaeR}, V=C, K=R6K=C

i) §={feK[X]|f=06gr(f) <n}, V=K[X]

iii) S={f e K[X][f=06gr(f) =n}, V =K[X]

iv) S={M e K™" | tr(M) =0}, V = K™*"

v) S={f€C®®R) | f'(1)=f(2)},V=R¥, K=R
)
)

V1

={fecC®R) | f"+af +bf =0} (aybcRfijos), V=R K =R
= {(ai)ien € KN |3k € Ntal que a, =0 Vr >k}, V= KN

Vil

S
S

Ejercicio 4. Sea A € K" y sea S = {x € K™ | A.x = 0} el conjunto de soluciones del sistema
lineal homogéneo cuya matriz asociada es A. Probar que S es un subespacio de K™.

Ejercicio 5. Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V.

i) Probar que SN T es un subespacio de V.
ii) Encontrar S y T subespacios de V = R? tales que S U T no sea subespacio.
iii) Probar que SUT es un subespaciode V <= SCT 6T CS.

Ejercicio 6. Encontrar un sistema de generadores para los siguientes R-espacios vectoriales.
i) {(r,y,2) eR® |z +y—2=0,2—y =0} iii) {AeR¥>3 | A=—A"}
i) {f € Ry[X] [ f(1) =0,f(0) = f(-1)} iv) {f € C*R) | /" =0}

Ejercicio 7. Sea S = < (1,-1,2,1),(3,1,0,—1), (1,1, -1, —1) > C R*.

i) Determinar si (2,1,3,5) € S.
ii) Determinar si S C {x € R* | #1 — 29 — 23 = 0}.

iii) Determinar si {z € R* |71 — 29 — 23 =0} C S.

Ejercicio 8. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas.
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i) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V, k € K. Entonces < v, w > = < v, w + kv >.

ii) Sean vy, va, v3, v4, w € R* tales que < vy, v2, w > = < v3, v4, w >. Entonces < vy, vg > =
< V3, V4 >.

iii) Sea V un K-espacio vectorial y sean vy, vg, v3, w € V. Entonces:

<1, V2, V3, W > =<1, V2, V3 > — W <V, VU2, V3 >

Ejercicio 9. Decidir si los siguientes conjuntos son linealmente independientes sobre K.

i) {(1—1,i), (2,-1+i)}enC?para K =Ry K =C

i) {(1-X)3 (1-X)%21—-X,1} en K[X]

i) {f,g,h} en RR siendo f(x )—senx, g(x) = cosz, h(x) = zcosz, K =R
)

iv) {f,g,h} en R siendo f(z) =e®, g(z) =z, h(z) =e®, K =R

iii

Ejercicio 10. Hallar todos los £ € R para los cuales cada uno de los siguientes conjuntos es
linealmente independiente.

i) {(k,1,0), (3,-1,2), (k,2,—-2)} C R? o Lok (kB 1Y (00
i) {kX2+ X, X2k, k2.X} C R[X] )e{ng%;; 2) (0 2k> (1 0)}

Ejercicio 11. Hallar una base y la dimensién de los siguientes K-espacios vectoriales.

i) C, K=RyK =C. i) {f e R3[X]| f(2)=f(2) =0}, K =R
i) {A € K™ | tr(A) = 0}. iv) {(an)nen € KN | a; = a; Vi,j}

Ejercicio 12.

i) Probar que el conjunto {(1,0,0), (0,4,0), (1,1,7)} es una base de C*> como C-espacio vectorial
pero no como R-espacio vectorial. Calcular la dimensién de C? como R-espacio vectorial.

ii) Probar que el conjunto {eq,...,e,} es una base de C" como C-espacio vectorial pero no como
R-espacio vectorial.

iii) Probar que {eq,...,en,ie1,...,ie,} es una base de C™ como R-espacio vectorial. ;Cudl es la
dimensiéon de C" como R-espacio vectorial?

Ejercicio 13. Completar los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base del K-
espacio vectorial V' indicado.

i) {(1,1,1,1), (0,2,1,1)}, V=R* K =R
i) {X3-2X+1, X3+3X},V=R3[X], K=R

(1 1\ [0 i) [0 2 ovn B
111){(2, 1>,<1 1),(1 1)},V-(C , K=RyK=C

Ejercicio 14. Extraer una base de S de cada uno de los siguientes sistemas de generadores.

i) S=<(1,1,2), (2,2,5), (1,1,4), (5,1,1) > C R} K =R
i) S=< X2+2X+1, X2+3X+1, X+2>CR[X], K=R
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o /(11 0 i 0 i 11 o B
“1)5_<(1 1)’(1 1)’(0 o)’(o 0>>§C K =RyK=C

Ejercicio 15. Determinar todos los £ € R para los cuales

< (=2,1,6),(3,0,—8) > = < (1, k, 2k), (=1, —1,k* — 2), (1,1, k) >

Ejercicio 16. Encontrar las coordenadas de v € V respecto de la base B en los siguientes casos:
i) V=R v=(21,22,23) y B={(1,2,-1),(2,1,3),(1,3,-3)}
i) V=R3[X]; v=2X2-X?>y B={3, X +1, X2+5, X3+ X?}

 m2x2. o all a2 o 1 -1 1 4 0 2 1 1
i) V=R ’”_<a21 a22> yB_{<0 1>’<3 2)°\1 -1)°\2 5 }

Ejercicio 17. En cada uno de los siguientes casos caracterizar los subespacios SNT y S+ T de
V. Determinar si la suma es directa.

i) V=R3 S={(v,9,2) |3z —-2y+2=0} vy T={(z,y,2) | z+2=0}

V=R S={(z,y,2) |32 -2y +2=0,2—y=0} y T=<(1,1,0),(5,7,3) >
R[X], S={feRX]|f(1)=0} y T=<1, X, X2, X3 +2X%2 - X, X° >
R[X], S={feR[X][f(0)=0} y T={feR[X]]|[f(0)=f"(0)=0}

ii)
i) V =
v) V=

v

Ejercicio 18. Sean S = {x € R3/z; + 13 —23 = 0} y T = < (1,k,2),(—1,2,k) >. Determinar
todos los k € R para los cuales SNT = < (0,1,1) >.

Ejercicio 19. En cada uno de los siguientes casos probar que S y T' son subespacios de V' y que
SeT=V.

i) V=RR S={fcR¥|f0)=0} yv T={fcRR| fes constante}

i) V=R¥ S={feR"|f(z)=f(-z) Ve eR} y T={f eR¥| f(~2)=—f(zx) V2 € R}
(los elementos de S se llaman funciones pares y los de T', funciones impares)

i) V=K"n S={AcK""| A=At} y T={Ae K™ |A=—A")

(los elementos de S se llaman matrices simétricas y los de T', matrices antisimétricas)

Ejercicio 20. Para cada S dado, hallar T C V tal que S& T = V.
i) S=<(1,2,-1,3), (2,3,-2,1), (0,1,0,7) >, V =R*
i) S ={AeR¥>3|tr(4) =0}, V=R3>3
iii) S=<3,14X%2>,V=RyX]

Ejercicio 21. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar:

i) S, T subespacios de R3, dimS =dimT =2 = 3Jv#0talquev € SNT
ii) S, T, W subespacios de R, dim S = dim7T = dim W =2 = dim(SNTNW) > 1

Ejercicio 22. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea T' un hiperplano de V' (es decir,
un subespacio de dimensién n — 1).

i) Probar que Vo ¢ T, T <v>=V.
ii) Si S es un subespacio de V' tal que S € T', probar que S + T = V. Calcular dim(SNT).
iii) Si S'y T son dos hiperplanos distintos, deducir dim(S NT).



