MATEMATICA 4 Primer Cuatrimestre 2002

Practica 8

1. Sean f,, , f € L? , n > 1. Probar:

b
fn — f en media cuadratica = / |fn — fI?dz — 0 para todo a < b.
a

2. Para cada una de las siguientes funciones, considerar la sucesion:

N
fu(t) = / fa)e

y estudiar su convergencia puntual y uniforme.

23 x a’
2) /(@) = b) J) = T ) 1) = ey
d) f(r) = "2 &) Jo) = M2 (4> 0) 0 s -

3. Sean f,g € G(R). Probar las siguientes propiedades de la convolucidn:
a) frg=gxf
b) fx(gxh)=(f*g)*h

o [ eawi= ([ swa) ([ ana)

4. Sea f € G(R). Probar:
a) g(z)=e“f(z) = ge L' y §(t) = f(t —a)
b) g(z) = fx+a) = ge L' y §(t) =" f(t)

c) gEGR) = frg=13g

~

d) g(z)=Ff(—2) = §={
e) g(x) = f(2), a>0 = §(t) = a.f(at)

f) g(x)=dzf(z) y g€ L' = f derivabley f' =g
g) fWeCn = f(t) = (it)" f()

h) f(R)CR = Re(f) espare Im(f) esimpar.
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k) g(r) = () sen(ar) = §(t) = -
1) f continuay f e GR) = f(z) =2rf(—x)
. Calcular la transformada de Fourier de las siguientes funciones de L'

e 1
a) e b) T4

e x>0 0 ,|z|>A 1 ,0<z<a
o {57 1z @m0 e){l el < 4 O {0 vei

c) e—az’

. Sea f € G(R) y fn(t) / f(x).e”"dz | N € N. Probar que: fy — f uniforme-

mente en R.

. Sean f,g € L? y continuas a trozos.
a) Deducir a partir de la desigualdad triangular que f + g, f +ig € L2

b) Usar la igualdad de Parseval para probar que:

(i)/ !figr2dt=2w/ |f £ gldt

— 00

(ii)/ ]f:l:z'§|2dt:27r/ I & ig[2dt

— 00

c) Probar la ecuacién de Parseval:
/ f dt =27 / f(t)
Calcular usando Parseval:

ol e

. Sea f € L? y tal que fy — ¢ uniformemente sobre cada intervalo finito. Probar que

2

(at bt
gt (a > 0) ) / sen(a 123611( )dt

b
f — g es una funcién nula sobre cada intervalo finito (i.e., / |f — g|?dxz = 0 para todo
a

a <b).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

oo

Concluir que en tal caso / If —g?dz =0

— 00

NorA: las fy son las definidas en el ejercicio 6.

Hallar las transformadas de Fourier de las siguientes funciones de L?
3

x senz x
b
a)az2—}—1 ) x C)1+x4
3 x sen(Ax)
)(ac2—|—1)2 e) 2 +x+1 ) x ( )
Calcular las transformadas de Fourier de las siguientes funciones:
1
—a@=% (4> 0,b € R b) e’ —
a)e (a >0, ) ) e"* sen(ax) c) i
Hallar las transformadas inversas de Fourier de:
sen(au) 1 — cos(au) 2 u
b) ———= u d
a) — ) ” c)e ) a1
a) Hallar la transformada inversa de Fourier de: ¢g(u) = ( interpretandola

U2 + 1)2

como la transformada de una convolucién.

b) Hallar la transformada de Fourier de f(x) = / e~ @Y g(y)dy en funcién de §.

— 00

1 |z <1

Seaf(:c):{() el > 1

A t
a) Comprobar que f(t) = 2%.

b) Verificar que:
o= {2 - (e )
(i) k(z) = {(S)em’” . ; %8;} — senz.f (%x - 1)

c) Calcular h y k usando el ejercicio 4.

Funcion Gama
La funcién I' : C — C dada por
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16.

17.

18.

19.

se llama FUNCION GAMA.

a) Probar que:
* I'(z+1) = 2.I'(z) para todo z € C: Re(z) >0
* I'(n) = (n—1)! para todon € N

b) Dado z € C — Z tal que Re(z) < 0 se define:

I'(z+mn)
(z+1)(2+2)...(z+n—1)

I'(z) = .

sin € Ny Re(z+n) > 0. Mostrar que la definicién no depende del n € N elegido.

c) Probar que I'(z) converge uniformemente en toda faja vertical 0 < e < Re(z) < M
Deducir de ¢) y de b) que I' es holomorfa en C — Z<q

Hallar la transformada de Laplace de:

a) senx b) z3 c) (z +b)?
T 1
Para s > 0y p > —1, probar que: L(tP)(s) = Pp+1)
spt+1
Hallar la transformada inversa de Laplace de:
a) s—2 b) sT c) (82 —a?)"1
—as 1
d 3 3\—1 € ¢
)(3 +a) e) 52 )$2+3+2
—1 4 — 5s 1 25+ 3
—-2)72 h .
g) (s—2)= pE +82+25 i) 21170
e % s+6
) 5——— k) log(1 4+ s~ 1 D1
.]) 82+68+10 )Og( +S ) ) 0g(8+2)

a) Hallar f tal que:

(i) f(t):/o f(t—u)e'du+2t —3

(i) f@t)=1 —I—/O f(t)sen(t — u)du

b) Calcular £-! (ﬁ) ()
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c) Probar que £7! (

20. Resolver, para x > 0:

a) v +2u+u=e" con: u(0) =u'(0) =0
b) u” +u + u = senx con: u(0) =0, 4/ (0)=1
c) zu"+u +zu=0 con: u(0)=1,4'(0)=0

NOTA: en c) hallar la transformada de Laplace de u.

Notaciones y definiciones

* G(R)={f:R— C / f es continua a trozos, con derivadas laterales finitas en todo
punto y absolutamente integrable en R}

o - [ T fWe it dt , f e g(R)

: f*g(w)z/oo f(Oglx—t) dt . f.ge g(R)
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