MATEMATICA 4 Primer Cuatrimestre 2002

Practica 9

1. a) Ecuacién de Legendre
Hallar mediante desarrollo en serie de potencias alrededor de z = 0, todas las
soluciones de:
(1-2%w" — 220" +ala+1)w=0
Mostrar que si a € N, la ecuacion admite por soluciéon un polinomio P, tal que
P,(1)=1.
NoTA: P, es el n—ésimo polinomio de Legendre.

b) Probar la férmula de Olinde Rodrigues:

1 d"
onpl T dan

P,(z) [(22 — 1)"}

2. Ecuacion de Hermite: w” — 22w’ + 2aw = 0
a) Hallar todas las soluciones.

b) Mostrar que si a € Ny, la ecuacién admite un polinomio H,, como solucién.

2 d"

c) Probar que H,(z) = (—1)"¢e? ey
Zn

— 2 .7 .7
[e z } es la solucién de la ecuacién para a = n.

3. Ecuacién de Euler: a,z"y™ + ...+ a1zy +aoy =0, a; €R

a) Mostar que el cambio de variable z = €' transforma esta ecuacién en una lineal
a coeficientes constantes. ;Donde estan definidas las soluciones de la ecuacién
transformada?

b) Hallar la solucién general de:

- 22y 4+ 22y — 6y =0

= 23y + 522y + 3zy’ =0
4. Hallar los puntos singulares de las siguientes ecuaciones y determinar cudles de ellos
son regulares en el sentido de Fuchs.
a) 22w’ + (z+22)w' —w=0
b) zw” + 4w =0
c) 2% +32°w — 5w =0

d) 2?w” +senz w+ cosz w =0
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5. Ecuacion de Laguerre: zw” + (1 — 2)w’ + aw =0

a) Verificar que z = 0 es un punto singular regular de la ecuacién y hallar una
solucién de la forma: z" E anz"
n>1

b) Mostrar que si a € N, la ecuacién admite un polinomio L,, como solucién.

dTL
ao |

solucion de la ecuacion si a = n.

c) Verificar que L,(z) = €* z”e_z}, el n—ésimo polinomio de Laguerre, es

6. Ecuacién de Bessel: z2w” + zw' + (22 —12)w =0,v € C, Rev > 0.

a) Mostrar que la ecuacién tiene una solucién de la forma: z” E anz" , ag #0
n>0

Comprobar que tomando ag = ———— se obtiene la solucién:
P d 0 vl (v +1)

Z\Y —1)k A
I,(2) = (5) i F((ui)kJrl) (§> k

llamada funcién de Bessel de primera especie de orden v.

b) Mostar que si v ¢ Z, la ecuacién tiene una solucién de la forma: z=" E an 2"
n>0

Y

1
ag # 0. Tomado ag = (v + 1) se obtiene la solucién

e =(35) Z T (;1+)k+1)( >2k

c) Deducir que si v ¢ Z, la solucién general de la ecuacién es:
w(z)=Al,(z2)+BI_,(z) , A BeC

1
d) Usando el método de Frobenius y eligiendo ay = m, mostrar que la
solucion general —para v = 0— es:
k+1 k 1 72\ 2k
w(z) = A.dy(z) + B. |log( )+ —,(—)
() = A.Io(2) Az k§>jl =25
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10.

NoTA: siv € Z, la ecuacion es del segundo tipo de Fuchs. Usando Frobenius se calcula
una solucién linealmente independiente con I, :

N,(z) = (logz).1,(z) + 27" P,(2) + 2" f(2)

llamada funcién de Neumann o de Bessel de segunda especie de orden v. P,
es un poilinomio tal que P,(0) # 0y f es una funciéon entera. Por lo tanto, la solucién
general en este caso es:

w(z)=AI,(z)+ B.N,(z) , ABelZ

Probar que z . I1(z) es solucién de la ecuacién:
2w —w' + 2w =10

. Resolver transformando Fourier

b)%_%:o re€R,t>0 u(:zs,())ze_j”2
c)%_ g_z:u reR,t>0  wu(z,0)=6e"h(x) h(x):{(lJ :iig
d)%+2%:0 rER,t>0 u(x,O)zlij

. Integrando convenientemente resolver:

0z _ 2 z(z,0) =2?  2(1,y) = cos
8(’,(;83/ - y ) - ’y - y

a)

0%z
57 = vy 2(Ly)=y 2(2,y) =eY

Hallar los autovalores y las autofunciones de los siguientes problemas:
a) v+ u=0,para0 < x <7y con las siguientes condiciones de contorno:
(i) u(0)=u(mr)=0
(il) ¥/'(0)=u/(7r)=0
(iii) «(0) =4/(0) =0
b) W' +Au=0,—7n<z<7,ul—7m)=u(r)yu(—m)=1u(r)
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11.

12.

13.

14.

Mostrar que las ecuaciones de Legendre, Bessel, Hermite y Laguerre responden a un
problema de Sturm-Liouvillesia =v=ny z € R.

Usando separacion de variables resolver:

Oou ou
4 = = 8¢ 3Y
a) 9 a9 0 u(0,y) =8e
ou 0%u
u(0,t) = u(3,t) =0, |u(z,t)] < M , u(z,0) = bsen(4nx) — 3sen(8wz) + 2sen(107x)
ou  0*u ou

3 9
u(z,0) = 8.cos (%x) — 6.cos (%)

Ecuacion de la difusion o del calor

82u+ O?u 1 Ou 0 S0 t>0
—+.it=—>—-——=—=0,a
oz? dr2  a? ot ’ T
) Resol Ou_10u_ o <3 130
a) Resolver: — — —— = T

Y 92 T 2 0t -

u(0,t) =10 wu(3,t) =40 w(z,0)=25 |u(x,t)|< M

b) Mostrar que la ecuacién del calor en coordenadas polares para n = 2 es:

w10 o
or2 " ror  r2002 a0t -

c) Resolver la ecuacién b) con las condiciones:
0<r<3,t>0,u(3,t)=0,u(r,0)=r, |u(r,t)] < M , uno depende de 6.

Ecuacion de las cuerdas vibrantes o de las ondas

0%u P 0%u 1 0%u 0 50
—t .- = a
Ox? dr2  a? Ot?

a) Resolver la ecuacién paran=1,0<x <5

u(0,t) =u(5,t) =0  wu(z,0) ==z 2—1:(1', 0)=0

b) Idem quea) con: z>0,t>0,u(0,t) =0, u(z,0) == —
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¢) Mostrar que la ecuacién de las ondas, para n = 2, en coordenadas polares es:

1[0 ou 1 0%u 1 0%u
| |rs= )+t =0
r|or or r 0p? a? Ot?
Hallar una solucién independiente de ¢ para r < 4 tal que u(4,t) =0, u(r,0) = 2

ou
y a(ﬁ 0) =r

15. Ecuacién de Laplace

_82u+ +82u_0
S ox? T o220

Au
* Paran = 2,

a) resolver la ecuacién de Laplace con: 0 < z,y < 7, u(z,0) = u(0,y) = u(m,y) =0,
u(z, ) = sen(3z) + sen(bx)
b) mostar que la ecuacién en coordenadas polares es:
82u+18u+ 1 0%u _0
or2  ror  r2op?

y hallar la solucién para r > 2 que verifica lim wu(r,0) =0y u(2,6) = senf.

*x Paran =3,

c) Mostrar que la ecuacién en coordenadas cilindricas es:

1[0 ou\ 10%u 0%u
—|l=|lr=—)-=—|+===0
r|or or ) rdp? 072
y suponiendo que u no depende de ¢, hallar una solucién para:
2>0,0<r<4, lim u(z,7) =0, u(z,4) =0, u(0,7) =72, |u(z,r)| < M

zZ—>

d) Mostrar que la ecuacién en coordenadas esféricas es:

1828u+18 83u+182u0

— |= .= —— — | senf— — | =

r2 | Or or send 00 00 sen?p Op?

(i) Hallar u, independiente de ¢, tal que sea acotada para: 0 < r < 2y
u(2,0) = b.

(ii) Hallar u, independiente de ¢, acotada para r > 5 tal que u(5,0) = 20 y
lim wu(r,0) =0

T—00
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16. Resolver transformando Laplace:

ou 0%u
a) 5—4@—0,parat>0,0<x<3,

u(x,0) = 10 sen(27x) — 6 sen(4rx) , u(0,t) = u(3,t) =0

0%u  0%*u o
b) oz 55— u=0,0<2<1,t>0, 22 =0,u(0,t)=u(l,t) =0
0%u ou 9%y o
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