MATEMATICA 4 PRIMER CUATRIMESTRE 2002

CALCULO DE INTEGRALES IMPROPIAS

M. pEL C. CALVO

Veamos unos resultados que simplificaran calculos posteriores.

Proposicion 1
Sean A el conjunto dado por: |z| > Rg > 0, ¢1 < arg(z) < g con 0 < @1 < g < 27
y yr(t) = Re? , o1 <t < ¢y, R > Ry. Si f es holomorfa en A y lim zf(z) = 0,

2€A
entonces:
/ f(z)dz — 0
R R—o0
Demostracion:
Como lim zf(z)=0 = mix |zf(z)] — 0
ZZZZO z€Im(yr) R—o0

Y, en particular, f estd acotada sobre vygr. Luego,

P2 ) ) P2 ) P2 ) )
f(z)dz| = f(Re”)Rz'e”dt‘ < / | f(Re")R| dt = / |Re* f(Re™) | dt
YR P1 P1 w1
<(pa—¢1) mix |2f(z)] — 0
zelm(yr) R=o0

Proposicién 2
Sean A = {2z € C /0 < |z| <ro, o1 <argz < g, 0 < 1 < 2 < 27} y
V() =rett, o1 <t <y ,0< 7 <71o. Sif esholomorfaen Ay lﬁ% zf(z) =0, entonces:
r—

(1) / F(2)dz —> 0

r—0

Demostracién:

Andloga a la anterior.



Proposicién 3
Sea A={ze€C [ Im(z) >0} yz1,...,2, € A—R. Entonces, si f es holomorfa en
A_{Zlavzn}y Ji@ Zf(Z)ZO

Im(2)>0

vp/ f(z)dz = 2mi Z Res(f, zi)

—0© k=1

Demostracién:

La idea serd encontrar un recinto donde —para f— valga el teorema de
los residuos y tal que sobre una parte de su frontera obtengamos la integral que queremos
calcular y sobre el resto sea relativamente ficil ver qué sucede.

Llamemos I'p al borde del semicirculo |z| = R , Im(z) > 0 , orientado en sentido
positivo, con R suficientemente grande como para que contenga a todos los z;. Esta curva
cerrada estd compuesta por las curvas yg(t) = Re® ,0<t<my Lg(t)=t,-R<t<R,
ambas recorridas en sentido positivo.

Es claro que [ Ln f(2)dz converge a la integral que queremos calcular. Con respecto a
la integral sobre g, se cumplen las hipé6tesis de la Proposicién 1 para ¢1 = 0y o = 7.
Luego, (z2)dz — 0.

R—o00

YR
Por otro lado, por el teorema de los residuos,

f(2)dz = 2mi Z Res(f,a) = 2mi Z Res(f, zx)
o k=1

a€l'r

Tr

debido a la hipotesis sobre R.

Entonces,

R n
2) / F(@)dz =270 3" Res(f, 2%) — / F(2)dz

—R k=1 YR

Lo que prueba que

Vp/OO f(z)dx = 2mi Z Res(f, zx)

o0 k=1



Observacion:

* Si f es una funcién racional, con el grado del denominador superior
en por lo menos 2 unidades al grado del numerador, es integrable sobre R y por lo tanto
el resultado anterior nos da el valor de la integral, no sé6lo del valor principal.

x Si f no cumple la condicién lim  zf(z) = 0 pero si satisface
Im(2)>0

lim zf(z) = 0 y tiene finitas singularidades (ninguna de ellas real) en Im(z) < 0,

zZ—> 00
Im(2)<0

una demostracion totalmente similar prueba que:

vp/_C>O f(z)de = — 2mi Z Res(f,a)

Im(a)<0

oo
d
Ejemplo: / 1:4
oo 1+
- lim 2f(z)=1lim —— =0
e TV e T 2

=  f es integrable sobre R

=  Singularidades de f: i@ +i+ @ EnIm(z) > 0: 2z = @%—2@ y 29 = —@%—2’@
1 V2 V2
= Res(f,z1)=1m (z—21)f(2) = == 17
(f,21) = lim (2 —21)f(2) o1 = 22)0r — 2o — 2a)

s 8
= Res(f,z) =lim (2 — 2)f(2) = ! :g %3

Z2—r2z2 (Zg - Zl)(Zg - 23)22 — Z4)

Por lo tanto, la Proposicién 3 nos permite asegurar que

/°° e _, . 2_v2, V2 V2.\ V2
- 8 8' '8 ') 2"

De manera similar a lo hecho anteriormente se prueba la siguiente generalizacién de

la Proposicién 3

Proposicion 4
Sean A = {z € C / Im(z) > 0}, (2,) C A—R y f holomorfa en A — {z,/n € N}.
Supongamos que existe una sucesion estrictamente creciente de nimeros reales positivos
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(rn) tal que lim 1, = 00 , |2m| # 7j para todo n,j € N y lim f(z)dz = 0, donde
n—oo n—,oo n

Yn(t) = rpet 0 <t < m. Entonces:

/00 f(z)dz = 2mi f: Res(f, zn)
—o0 n=1

Proposicién 5
Sean A ={z€ C / Im(z) >0}, z1,...,2n € A—R y f una funcion holomorfa en

A —A{z,..., 20} que satisface las siguientes condiciones:
o lim f(2)=0
Im(z)>0
o f(x)ei™® (m > 0) es integrable sobre R.
Entonces
oo n
/ f(x)e'™ dx = 2mi Z Res(f(z)e"™*, zy)
o k=1
Demostracion:

Llamemos F(z) = f(z)e™* y tomemos R > 0 de modo que todas las sin-
gularidades de f estén en |z| < R. Con las notaciones de la Proposicién 3, podemos

escribir

/LR F(z)dz + /WR F(z)dz = /FR F(z)dz = 2mi 3" Res(Fz)

k=1

Parametrizando las curvas obtenemos
R ) n ™ ) ) it )
/ f(x)e™ dx = 2mi Z Res(F, z) — / f(Re)ef™Ee” Riettdt
—R k=1 0

Todo quedara probado si vemos que la integral del segundo miembro tiende a cero. Acote-

mos su moédulo

/ f(Reit)eimRe“R,éeitdt‘ <
0

/ f(Reit)eichost—mRsent R’i@itdt
0
3 < R f Re’it e—mRsentdt
(3)
0
< RM(R)/ e—mRsentdt
0
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donde M (R) :|IZI|12’>]E2 |f(2)]

T
Analicemos / e~mEBsent gt - Separando el intervalo de integracién en [0,7/2] y [7/2, 7]y
0

haciendo el cambio de variable s = m — t en la segunda se ve que ambas son iguales y en

consecuencia

T ) ) ; ) w/2
/ f(Rezt)esze tRieltdt‘ < 2M(R)/ e—mRsentdt
0 0

Pero en (0,7/2) es: sent > 2.¢. Por lo tanto, e~™mfsent < ¢=2mRt/™ v entonces

/2
_7r€—2mRt/7r /

T ] ] " ] /2
/ f(Re')etmEe Rz’e”dt‘ < 2RM(R) / e~ 2mB/T g — ORM(R)
0 0 2mR

_ 1 _ _—mR

ya que lim e ™% =0y lim M(R) = 0 debido a las hipétesis sobre f.
R—o00 R—o00

Proposicién 6
Si f tiene un polo simple en z = a y v.(t) = re?* +a con 0y <t <0y yr >0,
entonces

(z)dz — (03 — 01)iRes(f, a)

YIr

Demostracion:

Por tener un polo simple en a , f se puede escribir en la forma:
«
f(z) = P (2)

con a = Res(f,a) y g holomorfa en a. Se deduce que para 0 < r < r( existe M > 0 tal
que |g(z)] < M en |z —a| < r¢ y por lo tanto

/ g(z)dz

T

§(92—91)7"M — 0

r—0

Por otro lado,




Finalmente

/% f(2)dz = /y Edz+[yr g(z)dz — (B — 61)iRes(f.a)

r—0

Proposiciéon 7
Sean A={z€ C /[ Im(z) >0}, z1,...,2, € A—R y f una funcién holomorfa en
A—A{z1,...,2,,0} que satisface las siguientes condiciones:
o f tiene un polo simple en z =0
o lim f(2)=0
Im(2)>0

o f(z)sen(mz) (m > 0) es integrable sobre R.
Entonces

/_00 f(z)sen(mz)dr = Im {MRes(f(z)eimz, 0) + 2mi Z Res(f(z)e"™*, zk)}

k=1

Demostracion:

Llamemos F(z) = f(2)e!™* y tomemos Rq > 1o > 0 de modo que todas las
singularidades de f en Im(z) > 0 estén en 7 < |z| < Rg. Sean yg(t) = Re™ | ~,(t) = re®t,
0<t<m,Ligt)=t, - R<t<—r, Llpt)=t,r<t<R,r <7 <R<Ry.
Si llamamos I'; g al borde del semianillo (orientado positivamente) determinado por las

curvas anteriores, se tiene

/L F(,z)dz+/7 F(z)dz+/L F(z)dz+LF(z)dz:/F F()de = 2mi 3" Res(F )

1 2 +
™R ™R R R k=1

Usando propiedades anteriores se ve que las integrales sobre v, y I'r satisfacen

lfim F(z)dz = —miRes(F,0) lfim F(z)dz=0
r—0 N R—oc0 7};

mientras que las integrales sobre los segmentos convergen a

vp/_o:O f(z)e™dy = vp/_o:O f(z)cos(mz)dx + i /_0; f(x)sen(mzx)dz

Por lo tanto

/_OO f(x)sen(mzx)dz = Im {MRes(f(z)eimz, 0) + 27i Z Res(f(z)e'™?, zk)}

k=1
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) - * (2% — 1)senz
Ejemplo. /_OO m X
_ B (22 -1) = (22 — 1)

f2) = 2(z2+1) 7 Fz) = z2(22+1)

=  f(z)senz es integrable sobre R
= Singularidades de f: 0, +i. En Im(2) > 0: 2, =1
= Res(F,z1)=1lim (2 —2)F(z) =e!
Z—r 21
= Res(F,0) =lim zF(z) = —1

—0
Por lo tanto,

/m.@iigﬁgMﬁﬂm<ﬂﬂ+%?>:W@k_l)

oo x(2?241)

T P(cost, sent)

TIPO 1:
o Q(cost,sent)

dt , P,(Q polinomios , Q) # 0.

Idea: expresar esta integral como f7 F(z)dz y usar el teorema de los residuos.

En principio, si z = e = cost + isent se tiene: 27! = e~ = cost — isent y de aqui
z4z71 z—z71
cost = sent — -
2 21

Tomemos 7 (t) = e , 0 < t < 27. Luego,

QLH@@:A%FW@W@ﬁ:A%FwWﬁﬁ

1
. —. De esta forma,

Definamos F(z) = — -
Q (Z-I—;I , %) z

2 o
/ F(z)dz = M.%.i.e“dt _ ;[ Elcostsent)
vt o Q(cost,sent) e! o Q(cost,sent)

Luego,

27
P t t
/ Mdt = _i/ F(z)dz =27 E Res(F, z,)
0 7

Q(cost, sent) 2| <1



ie.,

dt =27 Z Res(F, zx)
|Zk|<1

/27T P(cost, sent)
0

Q(cost, sent)

2
dt
Ejemplo: / e
o 2+ cost

Estamos en el caso anterior pues 2 + cost # 0 para todo t. La funcion F' estd dada por:

1 1 2
F(z) = ——— . — = ————. Las tnicas singularidades de F son las raices del
2+ % z 2244241

denominador: z; = —2 + V3 y 29 = —2 — V3. Dentro de v sélo estd z;. Como 21 es un

2 1
polo simple, Res(F, z1) 22111’1;11 (z—21)F(2) = P = %
Entonces:
/2“ dt  on
o 2+cost /3
TIPO 2 /OO !
: — - ax
o 1422+l

Consideremos el siguiente recinto A:




donde a es un angulo entre 0 y 27 que veremos luego cémo nos conviene tomarloy R > 1,
para asegurarnos de que no haya singularidades del integrando en el exterior del sector
circular.

Si llamamos I'g al borde de A orientado positivamente, el teorema de los residuos nos

garantiza que

Parametrizando el borde del recinto obtenemos

R dr a iRett p R et p
o 14 z2ntt + o 1+ R2ntlei@@ntl) i o 1+ {2ntlei@nta t

. 1
= 274 Z Res <W7a>

acA

Es claro que la primera integral converge a la que queremos calcular y, por una proposicién

anterior, la segunda tiende a cero. Con respecto a la tercera, observemos que nos convendria

que €@t fuera 1. Pero esto es decir que a deberfa ser 1 Luego, ésta es la
n
condicion que buscabamos sobre .
271— . 4 27 R 1
Tomemos entonces a = . Ahora, la tercera integral es: —e"2n+1 ———dt. Y
n—+1 o 1+t2nt

por lo tanto resulta

R
. 1
(1- 6@—22+1)/0 drl + 2271 = 2 E Res <W,a>
acA

2n+1

Sélo nos resta ver cuantas raices de z 4+ 1 = 0 caen dentro de A. Pero estas raices

; 2h+1 , in
son de la forma: zp = e'2»+1™. Luego, dentro de A, sélo hay una: a = e2»+I. De modo

/R dz 2mi o 1 i
_ = ez2n
0 1+ r2n+1 1— ei% 1+ Z2n—|—1’

Tomando limite para R — oo y haciendo cuentas se obtiene finalmente

entonces que

/°° dx B 7r
o 1l+az2+l — (2n+ )sen(n/(2n + 1))

Ej lo: =
jemplo 28 9

/00 dx 213
0



TIPO 3: / ©  dr.0<a<l1
oo 1+ €%

La condicién sobre a hace que esta integral converja.

Tomemos como recinto el rectangulo de la figura y llamemos I'p al borde, orientado posi-
tivamente.

2T

A

Y
\J

Aplicando el teorema de los residuos, parametrizando el borde y verificando que la
unica singularidad del integrando dentro de este recinto es un polo simple en z = i,
tenemos que

R At 271 6a(R—{—it) -R 6(1(75—{—2771')
/ dr + / ———idt + / ————dt
R 1 + eZ 0 1 + eR—l—zt R 1 + €t+27rz

0 ca(—R+it) 0% )
o . N\ o ami
+ /%i 71+6_R+itzdt = 2mi Res<1+ez,m>— 2mie

Evidentemente la primera integral converge a la que estamos tratando de calcular y la
tercera es un multiplo de la primera pues

—R T R
ea(t+2 1) g _62(”” eat ”
1 + 6t—|—27ri - 1 + et
R R

Luego, sélo tenemos que ocuparnos de estudiar qué pasa con la segunda y la cuarta.
Con respecto a la segunda

2 pa(R+it) 2pi et 2m paR el
————idt| < ——dt < dt =2 — 0
/0 1+ efrit! ‘—/0 Rt 1" 3 /0 1% T TR

— 1 R—>oo
—o0o=>R>0

por ser 0 < a < 1.
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Una acotacién andloga muestra que la cuarta integral también tiende a cero.
Finalmente obtenemos que

e Ly emri T
/ dr = 271 S =
oo 1+ e" e2ami — 1 sen(wa)
[e/e]
TIPO 4: / Mda:
o ¢

con: 0 < a < 1y f una funcién racional sin polos en R>¢ y tal que el grado del denominador
supera en por lo menos 1 unidad al del numerador.

En principio, notemos que las condiciones sobre los grados de los polinomios y el
ntimero real o aseguran la convergencia de esta integral.

También debemos tener en cuenta que z% no es una funciéon uniforme. Vamos a tener
que trabajar con una rama. Concretamente, z* = ¢(z) = e*?(*), con ¢ una rama del
logaritmo. Siendo que queremos integrar sobre la semirrecta Ry, ésta deberia formar
parte del borde del recinto; pero como ademas debemos ‘sacar’ una semirrecta para definir
la rama del logaritmo, podemos aprovechar y tomar un recinto de forma anular ‘salvo una
porcién del anillo’ alrededor de R>q de modo tal que ‘en el limite’ aparezca R>g.

Consideremos el recinto A de la figura con R > 0 suficientemente grande y ¢ > 0y
r > 0 sufucientemente chicos como para que todas las singularidades (polos) de f queden
dentro de A

\]

te (Zn -£)
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Si con I'g ,» indicamos el borde (orientado positivamente) de A, parametrizamos las curvas
que lo componen y aplicamos el teorema de los residuos, obtenemos

f teze 2w —e f(Rezt 2Re’t f tez(27r E) 1(271'—6) "
eza . ¢( ezt 62(277 6))
1
+ /6 f(reire” dt =2 ZZ Res(f/,a) "
e =97 ,
2m—e ¢(7"€ ) acA

Analicemos primero las integrales sobre los arcos de circunferencia, i.e., la segunda y
la cuarta. Por ejemplo, el integrando de la segunda es:

f(Re™)iRe™  f(Re™)iRe™ f(Re®)iRe _ f(Re")iRe"

(b(Reit)  eap(Re't) ea(1n|Re”|+i arg(Reit)) Raetat

Y esto vale para todo 0 < ¢t < 27. Por lo tanto, como ya no hay problemas de definicién,

2m—e it\; P it 2m—e it\; P it 2 it\; P it
/ f(Re™)iRe p :/ f(Re™)iRe PN f(Re™)iRe it

QS(R@“) Raeiat e—0 0 Raeiat
Un calculo similar prueba un resultado andlogo para la cuarta integral, i.e.,

/6 f(rett)irett g — /2"_6 f(rett)iret G 2T f(rett)irett "
o e qs(reit) - . raeiat T e50 0 raeiat

Con respecto a la primera integral, su integrando se puede expresar como:

f(teie)eie B f(teie)eie

QS(teie) T tagiae
Por consiguiente,
f teza f teze ie B ele R f(te'ia)d
eze taetae - egtae , 1 ¢
Y como f(te®) es continua en [r, R], es uniformemente continua, lo que permite afirmar
que
(te'®)e mof
o, [0,
(tei®) 0 f,  te

De una manera similar se ve que, para la tercera integral vale,

R
4 t
It e—z27ra f( ) It

62(271'—6)) e—0 , to

r f(te'i(27r—e)) 1(2m— e) f tez(27r e)) i(2m—e)
/R ¢(tei(27r—€) /

12



Tomando ahora limite para e — 0 en (1) obtenemos

R 27 it\; it 2m it 7ot
o f(t) f(Re™)iRe f(re™)ire o
(1_61 a)/; t—adt + . Wdt - . Wdt = 271'2(;,4 Res(f/gb, Cl)
(2)
La primera integral de (2) converge (salvo el factor) a la que intentamos calcular.
Veamos que las otras dos convergen a cero.

En efecto,
27 [3AW it 27 AW it 27 it
f(Re )Z.Re gt S/ f(Re ).zRe dtg/ R|f(Re )|dt
B (ZS(RG”) B Raezat B Ra
27
< —
< Za |§|u:pR|zf(2)| i 0

debido a que zf(z) es un cociente de polinomios de igual grado y por lo tanto esta acotada.
Y para la otra,

f(rett)ire®

/’naeiat ro

2 it ;e it 2
re)ire
f(re®) dt‘g/
0

)
o ore ws [ 1 e

< 2nr'™%sup |f(z)] — 0

|z|=r r—0

debido a que |f(z)| estd acotada en un entorno de cero y a que 1 — a > 0.
Finalmente, si z1,. .., z, son todas las singularidades (polos) de f,

n

00 2o
/0 f g) dr = ————=2miy | Res(f/¢.20)
k

=1

TIPO 5: / f(x)nzdz
0

con: f una funcién racional sin polos en R>¢ y tal que el grado del denominador supera
en por lo menos 2 unidades al del numerador.

En principio, la diferencia de grados entre numerador y denominador garantiza la
integrabilidad de esta funcién.

Sea ¢ la rama del logaritmo dada por (C — R, (0,27)). Vamos a aplicar el teorema
de los residuos a la funcién: F(z) = f(2).¢*(2) en el recinto de la pagina 11 con R, r, €
adecuados de modo tal que todas las singularidades (polos) de f queden en el interior.
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Entonces, si z1,...,2, son todos los ceros del denominador de f y llamamos I'p, . al
borde del recinto, orientado positivamente,

/ F(z)dz = 2mi Z Res(F, zx)
FR,T,E

k=1

Como lim zF(z) =lim zF(z) = 0, las proposiciones 1 y 2 muestran que las integrales
Z—»00 z—0

sobre los arcos de circunferencia tienden a cero cuando R — oo y r — 0, respectivamente.
Entonces, parametrizando los segmentos, podemos afirmar que

R R n
/ f(tei6)<p2 (teie)eiadt _ / f(tei(27r—e))(p2 (tei(27r—e))ei(27r—€)dt B Z Res(F, z,)

k=1
| 1)
Analicemos cada una de las integrales. Con respecto a la primera, ¢(te’®) = Int + ie; por
lo tanto ?(te’®) = In’t + 2ielnt — 2. En consecuencia,

R R R
/ f(te)p? (te's)e* dt :eie/ f(te)Intdt + 2i86i€/ f(te')Intdt
. R .
— 526”/ f(te)dt

Con respecto a la segunda, o(te*(?>™=¢)) = Int 4 i(2m — €) y un célculo similar al anterior
muestra que

R R
/ F(tei2m=9)) 2 (1ei(2m—e)) gif2m—2) gy :ei(27r—6)/ F(tei2m =) In2ydy
. R .
+ 2i(2m — e)e’(%_a)/ f (e’ =) Intdt
. R .
o (27r o 6)262(27r—a)/ f(tez(27r—a))dt

Tomando limite para € — 0 en (1) y teniendo en cuenta que el intervalo de integracién
en finito y que los integrandos son continuos —y por lo tanto uniformemente continuos—

resulta

R R R R
/ f(x)ln2xda:—/ f(x)In*zdx — 47ri/ f(x)lnzdr — 4%2/ f(x)dx

= 27i Z Res(F, z,)
k=1
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Simplificando y reordenando
R R n
47r2/ f(x)dx + i 47r/ f(x)lnzde = —2mi Z Res(F, z,)
'S 'S kzl

Se deduce de aqui que (igualando las partes imaginarias)

R n
/T f(@)nzdz = —%Im (z kz::l Res(F, zk)>

Finalmente, tomando limite para r — 0y R — o

oo 1 ' n
/0 f(z)lnzdr = —§Im <2 kz::l Res(F, Zk))

TIPO 6: / f(x)nzdz
0

con: f una funcién racional con un polo simple en z = 1 , sin otros polos reales positivos,

y tal que el grado del denominador supera en por lo menos 2 unidades al del numerador.

En principio, la diferencia de grados entre numerador y denominador garantiza la
integrabilidad de esta funcion.

Sea ¢ la rama del logaritmo dada por (C — R, (0,27)). Vamos a aplicar el teorema
de los residuos a la funcién: F(z) = f(2).0%(2) en el recinto de la figura con R, r, €
adecuados de modo tal que todas las singularidades (polos) de f queden en el interior.

A

teiE

-
-

Al
A2

} >
R
te (Zn -£)




Entonces, si 21, ..., 2, son todos los ceros del denominador de f (por hipétesis zj ¢
R>o y llamamos I'r ;. . al borde del recinto, orientado positivamente,

/ F(z)dz = 2mi Z Res(F, zx)
FR,’I‘,&‘ k=1

Como lim zF(z) =lim zF(z) = 0, las proposiciones 1 y 2 muestran que las integrales
z—00 z—0

sobre los arcos de circunferencia (centrados en z = 0) tienden a cero cuando R — ooy
r — 0, respectivamente.

La integral sobre el segmento del primer cuadrante se comporta exactamente igual
que en el caso anterior. Entonces, las tinicas que tenemos que analizar son las integrales
sobre los segmentos y la semicircunferencia de radio d del cuarto cuadrante. Siguiendo el
orden de la orientacion, son

R
_ei(27r—a) f(tei(27r—e))<p2 (tei(27r—a))dt
1446

R
= —¢i(?m—e) F(tef ™) (Int + i(2n — €))2dt

146
R
= F(®)(n®(t) + 4milnt — 4x?)dt
e—0 146
— — f(t)In*tdt — 4mi f(t)Intdt + 47> / f(t)dt
R=oo Jiys 146 146
. 1_5 . .
_61(271'—6)/ f(tez(Zﬂ—e))<p2 (tez(27r—6))dt
. 1_6 .
— iCro) / F(e ™) (It + i(2m — €))%t
1-6
- F(®)(n?(t) 4 4milnt — 4n?)dt
E—r r
1-6 1-6 1-6
— - f(t)In’tdt — 4mi / f(t)Intdt + 47> / f(t)dt
r—0 0 0 0

La suma de estas dos integrales converge —cuando § — 0— a

- /0 h f(®)In*tdt + 4nvp /0 h f(t)dt +i (47r /0 N f(t)lntdt> (1)
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Como F' tiene un polo simple en z = 1, Res(F, 1) :zh_)n} (z —1)F(z). Pero ¢ no esta
definida en ningin entorno reducido de 1. Luego, para poder calcular este limite, vamos
a extender a ¢ con otra rama del logaritmo que si esté definida en un entorno de 1 y que
coincida con ¢ en el cuarto cuadrante. Tomemos 7 como la rama principal del logaritmo.
Teniendo en cuenta que en el cuarto cuadrante: 1 (z) = ¢(z) — 27i, basta tomar la rama
a(z) = 1(z) + 2mi. Entonces

es =lim (z — 1)a?(2)f(z) = _7T2P(1)
Res(F, 1) =lim (z —1)a”(2) f(2) . 4 )
P1) 1

Entonces, F(z) = —4m?

oW i-1 + g(z) , con g holomorfa en un entorno de z = 1.

Ya podemos calcular la dltima integral. Llamemos Cy la semicircunferencia de radio
0 recorrida en sentido negativo. Luego, en virtud de la proposiciéon 6

/ F(2)dz —> —miRes(F, 1) = 4r3 LW @)
Cs

6—0 Q’(l)

A partir de (1) y (2) podemos afirmar

27m’kz::1 Res(F, zx) =i <—47r/000 f(x)lnzdz + %](31()1) — i47r2vp/0OO f(x)d:v)

Finalmente, simplificando 77 e igualando partes reales, obtenemos

h _ ! e Y es(F, z P()
/0 f(z)Inzdr = 2R (;R (F, k))+ o0
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