MATEMATICA 4 Primer Cuatrimestre 2003

Practica 7

oo eCL.’E T eCLZ
1. a) Verificar que / dr = ——— ,0 < a <1, integrando la funcién
oo Lt e” sen(am) 14 e?
en:
/
2mi
! i
>
-R R
oo 2 1 — e2iz
b) Calcular / sen 2(90) dx considerando la funcién 726 y aplicando el teorema

0 x z

de los residuos sobre un recinto apropiado.

[e’e) 2rx
e 3 . [ Lo
c) Calcular / ﬁdx usando como recinto el rectdngulo de vértices: —a , a ,
X
— 00

a+1,—a+1.
(0. @] oo

2. Sean: I; = / xcosxdr , Iy = / r%enzdr , —1 < a < 0. Demostrar,

0 0
integrando sobre un contorno adecuado la funcién z%e**, que I} = —1I5 . tg(5).

o0 2

3. Probar que / e dr =/
—o0

4. Para 0 < 0 < 7, calcular:

/ e_QCZCOS(%)Cos(a:QSen(QG))da: y/ 6_m2cos(29)Sen(x2sen(29))dm
0 0

. .7 —_— 2
integrando la funciéon e=* sobre el contorno
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5. Dado a € R , calcular las integrales:

o0 1 o0 1 2
/ QOgﬂc 5 3dr y / (Qng)de
o T +a o T°+a

logz (logz)?

5 5 5 5 sobre el contorno
2z +a 24+ a

integrando (respectivamente) las funciones

6. Calcular el valor principal de:

senz
d
a)/ 4x2+5x )/ (22 + a:—l)x

o

7. Calcular la integral de Gauss: / gioz—ba® g, ,a,béeRsy, completando cuadrados
— 0o
en el exponente del integrando y aplicando el teorema de los residuos en el contorno:
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\2

-i al 2b

1z
en el recinto:

 senx
8. Calcular / dx integrando
o shzx shz

—(—K%
R

- =T r

9. a) Calcular las integrales de Fresnel

/ cos(z?)dx / sen(z?)dx
0 0

oo

b) Calcular/ e_’\xZCos(Q)\Hx)dx , AL, 0>0.

— o0

10. Calcular
& x? T cos(26)
—d b do ,a® <1
a)/o a1l )/0 1— 2acosd + a2 7 <
> cosx — 1 g df
—d d _— 1
c)/o x? v )/0 (a + cos 0)? @2
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11.

12.

13.

Probar que

oo g2 T
de = =
a) /_m1+x4x V2

b) / senxdx T
2
0

T

1
c)/ ﬁdsz
o x°+1
*° dr ™
*  logx 72
dr = —
°) /0 21777
oo 3

a) Verificar que

1
nmoz{;% wo=wsn
0 six>n

converge uniformemente a cero en R pero que (f,) no converge a cero en media

cuadratica.

b) Verificar que f,,(z) = V2nze "> converge puntualmente a cero en [0,1] pero que
(fn) no converge en media cuadratica en [0, +00).

¢) Mostrar que la convergencia en media cuadratica no implica la convergencia pun-
tual.
Sea f integrable en [—p, p| y tal que f(z + 2p) = f(x) para todo z € R.

a) Probar que:

a+p p
* / f(t)dt = / f(t)dt para todo a € R
a -p

—-p

2p+a x
* / f(t)dt = / f(t)dt para todo a € R
2 0

P

b) Sea g(z) = /Ow f(t)dt. Probar que:

ot o) =ge) = [ fd=o

-p
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14. Sea f : [-m,m] — C integrable y tal que se extiende a R con periodo 27. Sean ¢,
(n € Z),a, (n € Ng) y b, (n € N) los coeficientes de su desarrollo de Fourier

exponencial y trigonométrico, respectivamente.

a) Calcular ¢, en funcién de a,, y b, suponiendo que ¢, = c_,, y comprobar que esta

relacién se cumple cuando f(z) € R para todo = € R.
b) A partir del desarrollo en serie de Fourier de f(x) obtener el de f(—x).
c) Si fp(x)y fi(x) son, respectivamente, las partes par e impar de f(x), obtener sus

desarrollos en serie de Fourier a partir del de f(x).

15. a) Hallar la serie trigonométrica de Fourier de f : (—m,7) — R para:

(i) f(a:):{l_l S%O<x<7r

si—rm<x<0
(ii) f(z)==
(iii) f(x)=a?

(iv) f(x):{o si—nmT<x<0

senr si0<z<m

b) Usando (iii), calcular las sumas de las series:

(- ! 1
> > > g
n>1 n>1 n>0

2

c) Integrando la serie de Fourier de f(z) = z* , x € (—m,7) , y extendiendo f por

periodicidad a R, probar que:

@) 3 (ot Ly o)

n3 12
n>1
. 1
@) > 5= o5
n>1

16. a) A partir del desarrollo en serie de Fourier exponencial de la funcién 2w —periddica

que coincide con e” en (—m, ), calcular la suma de la serie:

1
Zl+n2

n>1
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17.

18.

19.

20.

21.

22,

b) Obtener la serie de Fourier trigonométrica de la funcién dada en a), a partir del

desarrollo en serie exponencial.

a) Sif(x)=[senz|, —m <x <7, probar que f(z) es la suma de su serie trigonomé-
trica de Fourier en todo punto.

b) Sumar las series:

(1) 1
Z16712—1 Z4712—1
n>0 n>1

1

c) Usando la igualdad de Parseval, sumar la serie: Z 7< nZ — 1)
n2 —

n>0

Sea f una funcién de periodo 2w que —en [—m, |- se define como f(z) = cos(ax)
(a € R).

a) Desarrollar f en serie trigonométrica de Fourier y estudiar la convergencia puntual
de la serie hacia la funcién.

1
s, beER-Z.

b) Calcular la suma de la serie: Z W
/rL —

n>1

Desarrollar en serie exponencial de Fourier f(xz) =senz , 0 <z < 1. A partir de este
desarrollo, obtener la serie trigonométrica de f.

a) Obtener la serie exponencial de Fourier de f(z) = e |, —a <z <n, acC.

™ 2n

1 2accosx _ o
b) Probar que: %/_ﬂe dm_ZW’QER'
n>0
Si
2 —1<x<0
flx)=<0 ,0<z<1 y f(x+2)= f(z) paratodo = € R
1
1 -1
2 T

hallar la serie trigonométrica de Fourier asociada y probar que converge a f(x) para
todo .

Probar que si f es integrable y 2p—periddica:

L7 fa) - w)de =Y

2p Jo "1

bn
nwo
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23.

24.

25.

26.

T
donde b,, es un coeficiente de Fourier de f y wg = —.

Sugerencia: usar el ejercicio 13 e integracién por partes.

Obtener las series de senos y cosenos de Fourier correspondientes a las siguientes
funciones definidas en (0, 7):

1 ,0<ax<?®
2) f(z) = cosa b) f(z) = — s ={y $L58
I ,0<x< 3
Sean: f(z)=¢ 3 ,z=71% y g(x) == , 0<z<m.
0 ,$<z<m7

a) Calcular los desarrollos en serie de Fourier de senos de f y g y estudiar la conver-
gencia puntual de ambas series.

1 1
b) Hallar 1 de 1 ie: —
) Hallar la suma de la serie ; ((271— I 4n2>

Sea f 2p—periddica e integrable. Se define:

t
1
Ft) :/ F@)de — ~at
0 2
1 (P
donde a = — f(x)dz. Demostrar que F' es 2p—periddica.
—p

Sean f y ¢ funciones derivables y 2p—periddicas con desarrollos exponenciales de
Fourier:

f(t) — i Cneinwt g(t) — i dneinwt ’ W=

n=—oo n=—oo

T
b

1 [P

Probar que la funcion h(t) = — t — x)g(xr)dr también es derivable y 2p—
2
PJ—p

periddica y se puede expresar como:



27.

28.

29.

30.

31.

a) Probar que la serie 3 + g cos(nz) no es la serie de Fourier de ninguna funcién.

n=1

b) Calcular la n—ésima suma parcial de esta serie.

Sean f(z) = x en (—m, ) 2r—periédicay g(z) = 1 en (—m, ) , también 2w —periddica.
a) ;Qué relacién hay entre f y g7

b) Calcular las series de Fourier de f y de g.

c) Calcular la serie obtenida por diferenciacién término a término de la serie de

Fourier de f. ;Es la serie de Fourier de g7 ;Converge?

Dadas f(z) = senz y g(x) = cosz en (0, ), sean:

cos(2nx) 8 n.sen(2nx)
=-_= T(r) = = itk bl
S Z 4n? — 1 (z) W; 4n? —1

los desarrollos de Fourier en serie de cosenos y senos, respectivamente, de f y de g.
a) (Se puede afirmar que f(z) = S(z) y que g(z) = T(x)?
b) ;Es licito obtener T'(x) derivando término a término S(x)?

c) ;Es licito obtener S(z) derivando término a término T'(x)?
Sugerencia: graficar las extesiones de f y de g a R.

Sea g : R — R 2mr—periddica dada por:

—T—x ,-7n<r<-—%
glz) ={ ® Tz Se<3
T™T—2x 5 <x<T
Sea f(x Z bpsen((2n + 1)x) convergente para todo x € R. Probar que si f(z) =
n>1
g(x) para todo = € (0,7), entonces f = g.
Sean f,g:R — R 2r—periédicas dadas por:
f@)=z en 0,21) vy g)=z en [-mm)

a) Calcular los desarrollos en serie trigonométrica de Fourier de f y de g y estudiar
la convergencia puntual de dichas series.
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32.

33.

34.

35.

((2 1)
b) Determinar h(z) =m — 42 sen((2n + 1)2) y comprobar el resultado calculando
= 2n+1

los coeficientes de Fourier de h.

Desarrollar sen®t en serie trigonométrica de Fourier sin calcular expresamente los
coeficientes.

Sugerencia: escribir el seno en términos de la exponencial y usar el binomio de Newton.

a) Desarrollar en serie de Fourier las funciones:

f(t) = TCOStCOS(T‘SGHt) g(t) = TCOStSGl’l(’I"SGnt)
b) Id h(t) ! 0<r<l
e ara = — .
m par 1_ relt , r

Encontrar los valores A1, As y A3 de modo que la funcién

y= Alsen( 5 ) + Agsen(mzx) + Agsen(zz)

sea la mejor aproximacién (en media cuadratica) de la funcién f(x) =1 en (0, 2).

Sea F: R? — R dada por F(a,b,c) = / (z? — a — becosz — csenz)?dz. Determinar
el punto donde F' alcanza su minimo.
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