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Transformada de Laplace

M. peEL C. CALvVO

Dada f ¢ §(Rx), definimos la transformada de Laplace de f como

L = [ e
0
para los s € R para los cuales converge esta integral.

Segun veremos esta integral converge para un considerable niimero de funciones y la
funcién L(f)(s) esta definida sobre semirrectas de la forma (a, 4+00). La linealidad de la

integral implica la de L.

Ejemplos

o] L ) e—st A 1
L(f)(s) = e * dt = lim ==
0

A—oo —S 10 S

para s > 0 y diverge si s < 0.

2. f)=e" t>0,aecR

o—(s—a)t A 1

L(f)(s) :/ e e dt :/ e~ =9t gt = lfm =
0 0

A—co—(s—a)lo  s—a

para s > a y diverge si s < a.

3. fy=e*,t>0,2z=ax+1iyecC

ef(sfac)teiyt A 1

L(f)(s) = / et dt = / e At gt = 1lim =
0 0

A—oo —(s—2z) lo  s—z

para s > x y diverge si s < .



4. f(t) =sen(at) ,t>0,aeR

e(ns) = £(E5E0) (5) = mL(E)(s) — e ) (o)

1 1 1 1 a

2is—ia 2is+ia  s2 4+ a?

para s > Re(ia), Im(—ia) = 0.
5. f(t) =cos(at) ,t>0,aeR

e(P(s) =LY (6) = B (s) + HLle)(s)
1 1

+1 1 S
 2s—da  2s+ia  S2+ a2

para s > Re(ia), Im(—ia) =0

Funciones de orden exponencial

Vamos a ver ahora que hay una familia de funciones para las cuales su transformada

de Laplace esta definida sobre una semirrecta.

Proposicion 1
Sea f e G(Rsg). Si existen constantes K >0 y a ¢ R tales que

[f(®)] < Ke (1)

para todo t > 0 entonces, L(f)(s) estd definida para todo s > a.

Demostracion:

Basta ver que el integrando estd mayorado por una funcion absolutamente integrable.
Por hipétesis es

’6_Stf(t)’ _ €_St‘f(t)| < e—stKeat _ Ke—(s—a)t

para todo t > 0. Y ya vimos que esta funcién es integrable para s > a.



Definicién
Decimos que una funcién f : Ry — C es de orden exponencial en R si satisface
(1) para todo t > 0.

El siguiente resultado proporciona una manera simple de comprobar si una funcién es
o no de orden exponencial

Proposicion 2

Sea f e G(Rxg), entonces f es de orden exponencial en Req si y sdlo si existe > 0

St
tal que t&@ﬁ =0.

Demostracion:
=

Sean K > 0y a e R tales que |f(t)] < Ke™ para todo ¢ > 0. Entonces,

/) < Ke B9t 0
eﬁt t—oo
con sé6lo tomar 3 > a, 0.
=
t
Sea (3 > 0 tal que th’miﬂt) = 0. Entonces, existe b > 0 tal que |f(t)| < €’ para todo
—00 e

t > b. Pero como f estd acotada en [0,b] existe M > 0 tal que |f(t)] < M < € para
todo 0 < t < 0 por ser 3t > 0. Basta entonces tomar K = max{M, 1} con lo cual se tiene
|£(t)] < KeP para todo t > 0.

Observaciones
1. A partir de esta proposicién es facil verificar que las funciones

1 ) Vi ) t" : e : sen(at) : cos(at)

1 2
son de orden exponencial. Y también que — y €' no lo son.

Vi



2. L(f)(s) puede estar definida en todo s € R. Es por ejemplo el caso de e,

L)) = [T ettt ar= [T e d = ot [T g
0

0 0

que converge para todo s e R.

3. Hay funciones que no son de orden exponencial pero para las cuales existe su trans-

1
formada de Laplace. Consideremos la funcién f(t) = t=*/2. Como / —= dt converge,
0

Vi

dt converge y ademas vale

—st —st

Le
también lo hace /
0

e
dt. Por lo tanto, /
\/Z 0

Vit

oo ,—st 2 \/Ais ) 2 0 ) 2
/6 dt:h'm—/ dvz_/ e dp= 2VT _ [T
o VBT e 5 Jy 2

A—o0

Luego, L(%)(s) = /% para 5 > 0.

Proposicién 3
Si f e G(Rso) es de orden exponencial entonces,

limL(f)(s) =0

S§— 00

Demostracion:

Sabemos que existen K > 0y a € R tales que |f(t)] < Ke™ para todo t > 0. Luego,

sis>a

K
— 50

S — a s—oo

L(f)(s)] < / T dt < K / T e gy —

Derivacion e integracion

Nos ocuparemos ahora de ver cémo se relaciona la transformada de Laplace con la

derivacion e integraciéon



Proposicion 4
Sea f continua en Rxy, de orden exponencial y tal que f' ¢ G(Rsp). Entonces, existe

la transformada de Laplace de f' y vale

para todo s > a. !

Demostracion:

Veamos primero que estd definida. Fijado s, e *'f'(¢) es continua a trozos en [0, L]
para todo L > 0. Sean 0 = 29 < z1 < --- < x, = L las discontinuidades de f’ en este

intervalo. Entonces,

n

L n T;
/0 e () At =) / efi()dt = > et
i=1 Y Ti—1

7

' —/ —se S f(t) dt
Ti-1 Ti—1

f continua ¢=1 v

=Y (e ) — e ) +s [ et dt

i=1
L

— (e F(L) — O£(0)) + s / e f(t) dt

0

Como consecuencia de ser f de orden exponencial resulta que el primer sumando tiende a
—f(0) cuando L — oo para todo s > a mientras que el segundo lo hace a sL(f)(s). Esto

prueba tanto la convergencia de / e "' f'(t) dt como la igualdad
0

L(f)(s) = sL(f)(s) — f(0)

para s > a.

Teorema 1
Sean f, f',..., f" Y continuas en Ry y tales que existen constantes K >0 ya e R
que satisfacen

fO)] < Ke (2)
para todo j =0,...,n—1 y todot > 0. Si ademds f™ e G(Rsy), entonces
(a) L(f™) estd definida para s > a y vale

L(F)(s) = S"L(F)(s) = 8" F(0) = 8" 2f/(0) = -+ — F"D(0)

Lf(#)] < Ke® para todo t > 0.




(6) (1)) = (<1 S (& (F))(s) para s > a.

Demostracion:
Lo hacemos por induccién sobre n.

* (a)

Para n = 1 fue probado en la proposicién anterior. Supongamos ahora que vale n y
veamos también es cierto para n+1. Como f™ satisface las condiciones de la proposicién
anterior tenemos

L) (s) = L((F™))(s) = ( ™) (s ) ( )
= s(s"L(f)(s) = (0) — = fD(0) = £(0)
= s"L(f)(s) — S"f( )= Sf (0) = f(0)

* (b)
Comprobemos primero que t"f(t) es de orden exponencial. Para f sabemos que es

t

cierto, luego existe § > 0 tal que hm &B) = 0. Pero entonces
t—o0 (&

t" " t

lim /) = lim — . lim —f( )

tﬂooe(ﬁJFl)t t—oo et ’ t—o0o eﬁt

=0

i.e., t" f(t) también es de orden exponencial. Notemos ademés que la condicién (2) implica
que |estfO ()| < Ke=~9* para todo t > 0y todo s > a. Es decir, e~* fU) satisface las
hipétesis del teorema que permite derivar bajo el signo integral.

Para n = 1 debemos ver que —L(f)'(s) = L(tf(t))(s). En efecto,

L) == [ de= [ i = Lso)

Supongamos ahora que el resultado es vélido para n y veamos que también vale para n+1,

(RN = 4 (CUMREN) () = LR SO
L4 F(D)(s) = L FE) (9

1
=1

n

Proposicién 5

Si f e G(Rsg) es de orden exponencial ?, entonces

ol [ 1) ae| (9=

2|f(t)] < Ke* para todo t > 0




para s > a+ 1.

Demostracion:

En principio notemos que como f es de orden exponencial, también lo es la funcién
F(z) = [; f(t) dt, la que ademds es continua en Rxq. Por lo tanto podemos aplicar la

proposicion 4 y asi obtener que para s > a

L(f)(s) = L(F)(s) = sL(F)(s) — F(0) = L(F)(s)

Traslaciones y homotecias

Proposicién 6
Si f e G(Rso) es de orden exponencial ®, entonces

(a) L(ef(t))(s) = L(f)(s—a) paratodo a c R y s > a+a
(b) L(f(at))(s) = éL(f)(s/a) para todo o > 0 y s > aa.
Demostracion:

* (a)

L F(£))(s) = / T ety (1) di = / T (1) dt = £(f)(s - a)

sils—a > a.

* (b)

L(f(at))(s) = / et fat) dt

si s/a > a.

31f(t)| < Ke* para todo t > 0



Ejemplos

1. L(t")(s) = S% 5> 0

2 L sen(G)(5) = i 0B Rus > o
3. L(e* cos(Bt))(s) = ﬁ ,a,0e R, s>a.

La funcion de Heaviside

Para cada ¢ > 0 definimos

0 0

£
=
I
NN

t <
1 sie<t

y la llamamos funcién de Heaviside. Su transformada de Laplace es

00 L 00 L ) e—st A e—cs
L(u.)(s) = e "u.(t) dt = e dt = lim =
0 c

A—oo —S ¢ S

para todo s > 0.

Sean 0 < ¢ < d y consideremos la funcién

1 sie<t<d

Fealt) = 0 sitgled)
Es inmediato verificar que f.q = u. — ug y por lo tanto
L)) = L)) = Lua)(s) =
para todo s > 0.
Consideremos ahora la funcién parte entera: f(t) = [t] para ¢ > 0. Es facil comprobar

m

que Zun — f uniformemente en R>( lo que permite pasar al limite bajo la integral y

n=1
de esa forma calcular

—S

©° e —sn !
:2&(%)(8)— :_Z 251—6523(65_1)

n=1




para todo s > 0.

El siguiente resultado es 1util cuando se trata de transformar una funcién partida.

Teorema 2

Sea [ una funcion para la cual existe L(f)(s) para s > a y sea ¢ > 0. Entonces,

L(uc(t)f(t —¢))(s) = e"“L(f)(s)

para s > a.

Demostracion:
£ ue(t) f(t— 0))(s) = / Tt et di = / " F)e ) du = e L(f)(s)

Ejemplos

<2
. Calculemos su transformada de Laplace.

0 ,0
1. Sea f(t) =
t

t2

VoA

t
2
Buscamos una funcién g tal que f(t) = uq(t)g(t — 2) para t > 0. En particular, para
t > 2 debe ser t* = f(t) = g(t — 2); i.e., g(t —2) = t* para t > 2 lo implica que la
funcién g(t) = (t + 2)? definida para t > 0 es la que buscamos.

Por lo tanto,

2 4 4
L(f)(s) = L (g)(s) = e LR + 4t +4)(s) = e <— + o+ g)
para s > 0.
) , 0t <1
2. Sea f(t)=<qt+4 ,1<t<2.
4—2 ,2<¢t

Ahora vamos a buscar tres funciones g, g1, g2 tales que f(t) = go(t) + ui(t)g1(t) +
ug(t)g2(t). Si consideramos en principio el intervalo [0, 1), esta condicién dice que
debe ser 5 = f(t) = go(t). Entonces, ahora en el intervalo [1,2), se debe cumplir
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t+4=f(t)=>5+¢gi(t —1). Entonces, g;(t) =t — 1. Finalmente, para t > 2 tenemos
la relacién 4t —2 = f(t) =5+ (t — 1) + ¢g2(t — 2). De aquise deduce que ¢»(t) = 3t para
t > 0.

Ya podemos calcular la transformada de f usando esta descomposicion y el resultado
anterior

LAY = £lg0)(s) + e *Lar)(s) + e Llg)(s) = - + S5 + 2

para t > 0.

52 52

Inyectividad de L

El siguiente teorema * nos permite antitransformar una gran familia de funciones lo
que resulta necesario en la aplicacion de la transformada de Laplace para la resolucion de
ecuaciones diferenciales.

Teorema de Lerch
Sean f,g e G(Rsg) de orden exponencial tales que sus respectivas transformadas de
Laplace estdn definidas y coinciden en R+, para algin a € R. Entonces f(t) = g(t) para

todo t > 0 donde ambas son continuas.

Producto de convolucion

Dadas f,g e G(Rxo) de orden exponencial —extendiéndolas como la funcién nula en
R_o— se puede pensar que son continuas a trozos y de orden exponencial en R, con lo
cual repitiendo lo hecho para el caso de Fourier podriamos definir

frg(t) = / ft=y)gly) dy
Pero como ¢ es nula en los reales negativos resulta que

frglt) = / TR - y)ly) dy

4se puede ver su demostracién en: Kreider, D.L., Kuller, R.G., Ostberg, D.R., Perkins, F.W., Intro-
duccion al andlisis lineal, Fondo Educativo Latinoamericano, 1971.
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y como lo mismo ocurre con f se tiene f(t —y) = 0 para todo y > t y en consecuencia

frgt) = ({gf(t—y)g(y) dy ,t>0

, t <0
Todo esto sugiere la siguiente
Definicién

Dadas f,g € §(Rxo) de tipo exponencial se llama producto de convolucién de f con g
a la funcién

frg(t)= /Otf(t —y)g(y) dy

definida para t > 0.

Observacién
Es inmediato comprobar que esta operacién es conmutativa y también lineal respecto
de cada variable.

Teorema 3
Sean f,g € G(Rxo) de tipo exponencial. Si |f(t)] < Kie® y |g(t)| < Kee™ para todo
t > 0 y ciertas constantes K1, Ky >0 y a € R, entonces

(a) |f xg(t)| < K1 Kste™ parat >0
(b) L(f *g)(s) = L(f)(s).L(g)(s) para s > a
Demostracion:

x (a)

t t t
|f*g(t)] < / 1fE—=)llg(y)| dy < KK, / e dy = K| Kye™ / dy = K, Kyte®
0 0 0

* (b)

En principio notemos que lo probado en (a) garantiza que esta definida la transformada
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de Laplace de f % g. La calculamos

L(f*g)(s) :/Ooof*g(t)e“ dt i Owt/ / flt—v)gly) dydt

/ / ft —vy)g(y)e ™ dydt

—y)e Y )9( )e™* dy dt

[

FZ/ (/ U Y dt) gly)e™ dy
/ </ St —yje v dt) g(y)e ¥ dy

(/ flu ‘Sudu) g(y)e= dy =

flt— 1/) 0 u>t

Ly(f)

La funcion Gama

Comencemos por calcular la transformada de Laplace de f,(t) = t* definida para t > 0

y donde p > —1. Es facil comprobar que la transformada esta definida para s > 0 y resulta

oo 1 o0 'U, P 1 00
_ —styp _ = —u _ —u, p
L(fp)(s) —/0 e *tP dt = 5/0 e <s> du Sp+1/0 e “uf du

La integral del ultimo miembro es sélo funcion de p. Se la llama funcién gama, aunque su

definicién habitual es o
L(p) :/ e “uP~t du
0

para p > 0. De esta forma,
I'(p+1)
3P+1

L(t")(s) =
paras >0y p>—1.

Si recordamos que L(t")(s) = Sﬁl para n € N, obtenemos la relacién
I'(n+1) =n!

para todo n e N.

Propiedades



13

1. I'(p+1) = pI'(p) para todo p > 0.

o0

I'p+1)= / e "uf du = —e "uP
0

- /0 Oo(—‘f“)zﬂw”1 du = pI'(p)

0

2. T(1)=1

3. [(1/2) = 7
[(1/2) =T(=1/2+1) = s /2L E2)(s) = 3—1/2“\@ =T

4. T(p+n)=p@E+n—-1)p+n—-2)...(p— 1)pl'(p)

Por induccién sobre n. El caso n = 1 fue hecho en 1.

5T <2n2+1) _ (2n- 1)(2;— 931 o

Es una consecuencia inmediata de la propiedad anterior con p = 1/2.

o Cn—DNym 1
6. L(t 1/2)(5) = on Sn+1/2

Sn+1/2 Sn+1/2 omn Sn+1/2

Aplicacion a la resoluciéon de ecuaciones diferenciales
Vamos a resolver primero un problema homogéneo y luego uno no homogéneo.

1. Consideremos el problema de valores iniciales

v ' +2y +5y=0 , >0
y(0)=1, 4 (0)=0

Sabemos que este problema tiene soluciéon tunica. Para encontrarla transformamos
ambos miembros de la ecuacién y obtenemos

0 =Ly +2y +5y)(s) = (s°L(y)(s) — sy(0) — y'(0)) + 2(sL(y)(s) — y(0)) + 5L(y)(s)
= (s* + 25+ 5)L(y)(s) —s — 2
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Luego,

s+2 s+2 s+1 1

LU = s T G+1DP+4 (s+12+4  (s+12+4
= L(e tcos(2t))(s) + (e‘t sen(2t))(s)

= L(e "cos(2t) + %L)( Psen(2t))(s)

Entonces, el teorema de Lerch nos dice que
—t L,
y(t) = e " cos(2t) + 3¢ sen(2t)

es la solucion del problema.

. Consideremos ahora un problema no homogéneo

donde h(t) =1 en [, 27) y h(t) = 0 fuera de ese intervalo.

Notemos en principio que h = u; — us,. Aplicando el mismo procedimiento anterior,

ahora tenemos

e TS 6—27rs

(s* +5)L(y)(s) — sy/'(0) = 2y(0) = L(ux — ugr)(s) = .

Y teniendo en cuenta las condiciones iniciales resulta
e~ TS 6727rs e~ TS _ 6727rs
L = =
()(s) s(s? + s) s?(s+1)
1
Pero 2610 = L(e™"+t—1)(s). Entonces, si llamamos g(t) = e~* 4+t — 1, resulta
s2(s
que
L(y)(s) = L(ux(t)g(t — m))(s) — L(uz(t)g(t — 2m))(s)

Es decir,

L(y)(s) = L(ux(t)g(t — ) — uzr(t)g(t — 2))(s)

De donde finalmente se obtiene la solucién del problema

u(t) = ur(®)(e 7 =1+ (= 1) = uan () 1+ (0 = 2m)
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