MATEMATICA 4 Primer Cuatrimestre 2007

Practica 8

Notaciones y definiciones

* G(R)={f:R— C / f es continua a trozos, con derivadas laterales finitas
en todo punto y absolutamente integrable en R}

f(z) = / h fe ™ dt  f e G(R)

x f*g(z / f@®)glx—t)dt f,g€ GR)

Transformada de Fourier

1. Calcular la transformada de Fourier de las siguientes funciones de L'

1 2
—|z| —azx
a)e b) T2 c)e
e >0 0 |z|>A 1 0<z<a
d){ 0 z<o@>0) e){l 2| < A f){o z ¢[0,a)
2. Sean f,g € G(R). Probar las siguientes propiedades de la convolucién:
a) frg=gxf

b) fx(gxh)=(f*g)*h

o [Lemou=([Lma) ([0

3. Sea f € G(R). Probar:

a) g(z) = f(z) = ge L' y §(t) = f(t—a)

b) g(z) = flz+a) = ge L' y j(t) = e f(t)

¢) gEGR) = fxg=f

d) g(z)=f(-2) = §=F

e) g(z) = f(£), a>0 = §(t) =af(at)
(z)

= —izf(zr) y ge L' = f derivable y f' =g

Na )Y

g) f e Cn = F() = (i) f(1)
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h) f(R) CR = Re(f) espare Im(f) es impar.

J) 9(z) = f(x) cos(ax) = g(t) =

k) g(z) = f(x) sen(az) = §(t) =

~

1) f continuay f € GR) = f(z) = 2nf(—x)

4. Sean f,g € L? y continuas a trozos.

a) Deducir a partir de la desigualdad triangular que f + g, f +ig € L.
b) Usar la igualdad de Parseval para probar que:

i)/ \fig|2dt=2vr/ |f +g|? dt

—00

ii)/ |fiig|2dt:27r/ |f +ig|? dt

—00

c) Probar la ecuacién de Parseval:

/_OO f®)g(t) dt =2 /_OO f(t)g(t) dt

5. Calcular usando Parseval:
00 2 o |1 — —ita
a) / —sen2 v dx b) / ‘76
o X S it

6. Hallar las transformadas de Fourier de las siguientes funciones de L?
3

2

dt, (a > 0) o) /_‘X’ sen(at)ﬂsen(bt) dt

e b) = ) Tt
d)ﬁ &) gy S@n) )
7. Calcular las transformadas de Fourier de las siguientes funciones:
a) e @’ (4> 0,beR) b) e * sen(ax) c) ﬁ
8. Hallar las transformadas inversas de Fourier de:
a) seniau) b) 1-— czs(au) ¢) e’ d) u;j_ 1
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9. a) Hallar la transformada inversa de Fourier de: g(u) = interpretdndola

(@17
como la transformada de una convolucion.
X

b) Hallar la transformada de Fourier de f(x) = / e~ @ Vg(y) dy en funcién de

g.
1z <1
10. Sea f(z) = {0 2 > 1
A t
a) Comprobar que f(t) =2 %.

b) Verificar que:
. 1 z€ed] 2 d+c
i) h(x)_{o x ¢ [c,d] f(ﬁx—i_d—c)

i) ko) = {57 2S00 —sena s (20-1)

c) Calcular h y k usando el ejercicio 3.

e Regla de Leibniz

b
Sea ¢ : [a,b] x [¢,d] — C continua y g : [¢,d] — C dada por g(t) = / o(s,t)ds.
Entonces: ¢

a) g es continua.

b) Si %—f es continua en [a, b] x [c,d] entonces g es Cl y ¢'(t) = b %—f(s,t)ds
11. Resolver transformando Fourier en la variable z

a)%—%zo reR, t>0 u(:z:,O):e‘_”2

b)%—%z@ reR t>0 u(z,0)=e?

c) %—Q%ZU TR, t>0 u(z,0)=6e3h(x) h(x)—{é iig

d)%%—Z%:O reR, >0 u(m,())zl_i_lx2

12. Funcién Gama

La funciéon I' : C — C dada por

se llama funcion Gama.
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a) Probar que:
* I'(z+1) =2I'(z) para todo z € C: Re(z) >0
* I'(n) = (n — 1)! para todon € N

b) Dado z € C — Z tal que Re(z) < 0 se define:

I'(z+n)
(z+1)(z+2)...(z+n—-1)

['(z) = .

sin € Ny Re(z+n) > 0. Mostrar que la definicién no depende del n € N
elegido.

c) Probar que I'(z) converge uniformemente en toda banda vertical 0 < e <
Re(z) < M.
Deducir de ¢) y de b) que I' es holomorfa en C — Z <.

Transformada de Laplace

13. Hallar la transformada de Laplace de:

a) sen b) 23 c) (z+b)?
Ilp+1)
14. Para s > 0y p > —1, probar que: L(tP)(s) = —r
15. Hallar la transformada inversa de Laplace de:
a) 52 b) s2 c) (s2—a2)"!
e—as 1 6735
d L £y
) s2 e) 2+ 542 )32—|—s+2
-1 4 —5s 1 25+ 3
_ 9% h i) 2T
g) (s—=2)= ) s5 s? +2s i) s2 — 45+ 20
+6
i) log(1 + s~ k) log ( >
j) log(1 + 57 ) 1oz (355
16. a) Hallar f tal que:
t
G) F(t) = / F(t = u)e® du+ ch(t)
0
t
() f@)=1 +/ f(t)sen(t —u) du
0
b) Calcular £~} ! t
) alcular m ( )
-1
s 2yt
c) Probar que £71 (e\/g) (t) = %\/W_\t/_)’ s,t > 0.
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17. Resolver, para x > 0:

a) v +2u +tu=e" con: u(0) =4/(0)=0
b) v +u +u=senz con: u(0) =0, v/(0) =1
c) zu +u +zu=0 con: u(0) =1, 4/(0) =0

Nota: en c) hallar solo la transformada de Laplace de u.

18. Transformando Laplace hallar u(z,t) de clase C' y de orden exponencial respecto de
t, definida para (z,t) € R5¢ x R>, solucién de la ecuacién:

ou ou

u(r,0) = 2732,
Sugerencia: Recordar que si f : [0,+00) — R es de orden exponencial,

Jim £(f)(s) = 0.

19. Transformando Laplace hallar u(x,t) solucién de:

ou ou
a) E(m,t) - %(m,t) +2u(x,t) =0
u(z,0) = 10e™" — 6e=4*
t
b) /(1) +7 / cos(3t — 37)y(F)dr =1 (> 0)
0

y(0) =2
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