Modelo Log-Lineales

Hasta los anos 60 las tablas de contingencia de 2 X 2 eran ana-
lizadas calculando estadisticos tipo x? para testear independencia.
Cuando las tablas involucraban mas variables se solia repetir este
analisis para las subtablas para determinar las interacciones o aso-
ciaciones entre las variables. A partir de los 70 con los trabajos de
Goodman y la difusion de estos en libros como el de Bishop, Finberg
y Holland (1975) y Haberman (1975) hubo un cambio sustancial en
el tratamiento de estos problemas, en particular con la inclusion de
los modelos log-lineales.

El modelo loglineal puede ser visto como un caso del GLM para
datos con distribucion Poisson. Los modelos log-lineales se usan
con frecuencia para analizar la relacion de dos, tres o mas variables
categoricas en una tabla de contingencia.

Todas las variables que se analizan son vistas como variables de
respuesta , es decir que no se hace distincion entre variables indepen-
dientes y dependientes. Es por ello, que estos modelos s6lo estudian
asociacion. Cuando interesa estudiar algunas variables como inde-
pendientes y otras como dependientes es mas adecuado el modelo
logistico. Lo mismo es cierto si las variables estudiadas son conti-
nuas y no se pueden discretizar apropiadamente.



La estrategia basica en el modelado ajusta las frecuencias obser-
vadas en la tabla cruzada. Los modelos son representados por las
frecuencias esperadas y podran ser descriptos por las restricciones
que imponen a las asociaciones o interacciones entre las variables.
Los patrones de asociacion entre las variables pueden describirse en
términos de los odds y los odds ratios.

Modelos para tablas bidimensionales

Comenzamos por considerar el caso mas sencillo de tablas de con-
tingencia. Los conceptos que aqui veremos se extienden a tablas mas
complejas.

Consideremos el siguiente ejemplo en el que tenemos dos variables:

C: Cree en la vida despues de la muerte
Si No
S:Sexo
Mujer | 435 147 582
Hombre | 375 134 509
Total | 810 281 1091

En general tendremos:

C
S Si No Total
Mujer | y11 912 Y1+
Hombre | yo1  y22 Yoy
Total | y11 Y42 | Y44+ =n

Dada una tabla de contingencia hay varios esquemas de muestreo
que pueden conducir a los datos tal como los hemos observado y que
influiran en el modelo de probabilidad que usaremos. En este caso



tenemos dos factores S y C' cada uno con dos niveles. En general,
tendremos un factor fila con I niveles y un factor columna con J
niveles que corresponde a

X=1| yn Y12 Y1J
X=2| yn Y22 Y2J
X=1I1| yn Y2 YrJ

Modelo Multinomial

En el primer esquema asumimos que todos los datos han sido
recolectados muestreando 1091 individuos que fueron clasificados de
acuerdo con el sexo y la creencia en la vida después de la
muerte. Vemos las dos variables como respuesta y nos interesa su
distribucién conjunta.

La distribucion conjunta de X y Y se describe en forma completa
a traveés de las probabilidades I1;;:
=P X=4Y=j) i=1,...,1, j=1,...,J.

La distribucién marginal de cada variable la calculamos como es
habitual:

[, = probabilidad de que la variable fila tome el valor

II.; = probabilidad de que la variable columna tome el valor j

Iy = P(X =) y II; = P(Y =)
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Cuando hay so6lo dos variables la hipotesis de interés es si las vari-
ables son independientes. Podemos escribir esta hipotesis como

HO . Hij = HH— H+j \V/Z\V/]

Podriamos estimar por maxima verosimilitud las probabilidades y
realizar un test de cociente de verosimilitud, para esto necesitamos
asumir una distribucion subyacente.

Si cada una de las n observaciones es clasificada en forma indepen-
dientemente en una de las I x J celdas de la tabla con probabilidad
[1;;, entonces si Yj; es la v.a. que representa el numero de individ-
uos clasificados en la celda (4, 7) e y;; es el valor observado en dicha
celda, tenemos que Y = (Yi1,...,Y7) tiene distribucion multino-
mial. Para I = J = 2 seria

n!

P(Y =y) = e T T T T
Y11 Y12 Y21: Y22-

Salvo constantes, el log—likelihood en el caso general queda:

I
=% > yijlogll;
1=1j5=1

La maximizacion de £ debe contemplar que Z,{Il Z}-]:l I;; = 1.

Encontramos que el EMV es

Bajo el supuesto de independencia tenemos que Il;; = II; 11, ; si

calculamos el EMV bajo esta hipotesis obtenemos
— Y; — Y.
My = — y ;= —
n n
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Combinando estos estimadores las probabilidades estimadas resul-

tan
I;; = iy 1y
y las frecuencias esperadas estimadas
Y+ Yy
ij =
n

que es el resultado conocido.
En el ejemplo queda

= (27.2,9970.8,19.8, 266.2)

El ajuste de las frecuencias estimadas puede realizarse a través del
estadistico de Pearson o a la deviance que asintéticamente tienen
(I —1)(J — 1) grados de libertad. La deviance en este caso resulta

Modelo Poisson

Otra posibilidad es tratar a los 4 datos de la tabla como si provinieran
de realizaciones independinets de v.a. con distribucién Poison.

Un proceso que sustentaria este modelo es que en cada celda los
individuos llegan aleatoriamente al lugar donde se los clasifica. En
este caso n no esta prefijado y todos los valores de la tabla son
aleatorios.

Bajo el supuesto de independencia entre las observaciones la con-
junta queda

—Hij
PY =y) = 11 H/“L e

i=1j=1 yij!
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Podriamos suponer un modelo log-lineal: log 1;; = n;; y recordemos

la expresion de la deviance cuando tenemos observaciones vy, . . ., Yn
& Yi _
D=2% (y logi — (yi — m))

y que se reduce a
n Yi
D=27% ylog=—
i=1 i
cuando el modelo tiene intercept. Esta expresion coincide con la del
modelo multinomial.

En términos de la componente sistematica podriamos establecer
modelos: el modelo nulo, un modelo aditivo en el que suponemos que
las tasas dependen en forma aditiva del sexo y de la creencia, pero
no en una combinacion de ambas y un modelo saturado.

El modelo aditivo supone:
log pij = v+ a; + 0

donde a y 3 representan los efectos del sexo y de la creencia respec-
tivamente. Notemos que en modelo multinomial bajo independencia
queda

pig = nllilly;
log pi; = logn +logll;; +logIl;

por lo tanto ambos modelos tienen la misma estructura.

Las coincidencias entre ambos modelos no son casuales sino que se
pueden justificar por el siguiente resultado:



Supongamos que Xi, Xo, ..., X son v.a. independientes con dis-
tribucion P();) de manera que E(X;) = X; i=1,..., k. Entonces
la distribucion condicional de

X = (X1, Xl st iy ~ M(n, T, TI)

donde
\s
Il = !
A+ . A
Este resultado es importante ya que nos dice que la distribucion
conjunta de X = (X7, ..., X}) se puede factorizar como un producto
de

k
n=3Y X;~PA+...4+ )
=1

1

X = (X1, .o, Xp)|w ~ M(n, 10, . . . II})

donde n tiene informacion sobre A\; + ...+ Ag, pero no tiene infor-
macién sobre IT = (T1y, ... TIy).

Por lo tanto, este resultado mas el hecho de que en presencia de
intercept el modelo Poisson ajusta el total, implica que la inferencia
sobre IT no depende de si (Xi,..., X}) provienen de k variables
Poisson o de una multinomial.

Modelo Producto—Multinomial

En un tercer caso podriamos asumir que se tomo una muestra
de 582 mujeres y otra muestra independiente de 509 hombres a los
que se clasifico segin su creencia. En este caso nos centramos en la
distribucion condicional de la creencia dado cada nivel de sexo.



En este esquema los totales por fila estan fijos y tenemos ny indi-
viduos de sexo femenino y ns individuos de sexo masculino.

Este tipo de muestreo también es apropiado cuando los totales de
las filas no estan fijos, pero nos interesa P(Y|X) y no P(X), esto
en general ocurre cuando Y es el resultado de interés y X es una
variable explicativa que no nos interesa modelar.

Si I1; es la probabilidad de que el individuo crea en la vida después
de la muerte para el nivel ¢ de sexo tendremos:
[T
i

[, = P(C =1]S = i) =

Las variables de interés seran: Y;; ~ Bi(n;1l;), i = 1,2, que
cuentan el numero de individuos que si creen en cada sexo.

La distribucién conjunta de (Y71, Yo1) es

TLQ!
Y21!y22!

nl!
y11!y12!

P (Y11, Ya1) = (y11,921)) = I (1 — Iy )2 T15% (1 — ITy)¥=2
La hipétesis de interés es la de homogeneidad, es decir que la

probabilidad de creencia es la misma en los dos sexos:
HO : H1 = H2

Si hiciéramos un ajuste por regresion logistica a los datos usando
creencia como respuesta y sexo como predictora observariamos que
el test de cociente de verosimilitud para H( coincide con la deviance
del la multinomial y de Poisson.

Esto, nuevamente, no es una coincidencia sino que los modelos son
equivalentes. El producto de las dos binomiales lo podriamos haber
obtenido comenzando con el supuesto de que Y;; son P(u;;) inde-
pendientes y condicionando a los totales Y, que tienen distribucion
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P(x; p;j), para i = 1,2. Repitiendo el andlisis anterior, tomando
el cociente de la conjunta y el producto de las dos marginales de
los totales llegamos a la distribucion producto-binomial. También
podriamos pensar en que tenemos una distribucion original multino-
mial y que la factorizamos en dos (I) binomiales (multinomiales)
independientes y otro factor que es el total de las filas.

Notemos que bajo independencia II;; = II;;I1,;, entonces la pro-
babilidad condicional

I,
Wy = H@i = I

es decir no depende de la fila ¢, con lo cual homogeneidad e indepen-

dencia son equivalentes.

La importancia de estos resultados es que el analisis que haga-
mos es independiente del esquema de muestreo y depende de los
parametros de interés.

1. Si lo que nos interesa son funciones de las I1;; podemos tratar
los datos como si proviniesen de un producto—multinomial

2. Si el total esta fijo podemos tratar a las columnas y a las filas
como respuestas y testear independencia a través de un modelo
multinomial

3. o bien podemos tratar a todas las casillas como aleatorias y ajus-
tar un modelo log—lineal usando una regresion Poisson.



Modelo de Independencia
Como ya vimos bajo independencia
log pij = logn +log Il + log I ;
logpij = A+ A" +)\}/
donde A\ y )\}/ representan el efecto de la fila 7 y de la columna j,

respectivamente.

La interpretacion de los parametros es mas sencilla para respuestas
binarias. Por ejemplo, en el modelo de independencia en una tabla
de I x 2, donde las columnas son los de la respuesta Y, para cada
fila ¢ el logit para la probabilidad II de que Y =1 es

log (71_[ ) = log (@)
1 —1I 2
- NN
— no depende de 7, es decir no depende de la fila. Esto corres-
ponde al caso en que
logit(Il) =

por lo tanto la chance de clasificar en una columna particular es
constante a lo largo de las filas.

Restricciones sobre los parametros

En una tabla de 2 x 2, por ejemplo, el modelo independiente es-
pecifica b parametros, por lo tanto esta sobrespecificado.
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La siguiente tabla muestra tres conjuntos de parametros diferentes
para los datos de creencia.

Como en el caso lineal, podemos imponer restricciones a los parametros
de manera de obtener unicidad, por ejemplo, pidiendo que para el
primer nivel de cada factor el parametro sea 0 o bien pidiendo que
la suma de los parametros dentro de un factor sea 0, esto seria en
nuestro ejemplo de 2 X 2

M AT =0 AT+ =0

Lo que todos cumpliran es que la diferencia entre dos efectos princi-
pales es la misma. En nuestro ejemplo, tenemos que AT — Ay = 1.059
para los tres conjuntos de parametros.

Modelo Saturado

Cuando las variables son dependientes satisfacen un modelo mas
complejo
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donde los parametros )\:zy(-y reflejan la asociacion entre X y Y. Este
modelo describe perfectamente cualquier conjunto de frecuencias y
es el modelo mas general para una tabla de contingencia bivariada.
El caso de independencia corresponde a )\:zy(-y = 0.

Existe una relacion directa entre los log odds ratios y los parametros
de asociacion A{?—Y

logd = log (MH’LLQQ

) = log p111 + log poa — log 12 — log pioy
H12421
= A+A AN )OO+ A+
(A FAN A ) AN A A
= A AN = A =AY
Los A{?—Y determinan los log odds ratios. Cuando A{?—Y = 0 los
odds ratios valen 1 y X e Y son independientes.

En la tabla de creencia el odd ratio es

435 x 134
=——— =1.057
147 x 375
y log 8 = 0.056, por lo tanto
AL+ A — AL =AY = 0.056 (%)

Los parametros de asociacion se pueden ajustar de manera que
el primero de cada fila y el primero de cada columna sea 0 o que la
suma sobre cada fila y la suma sobre cada columna sea 0. Cualquiera
de estas combinaciones satisfara (x).
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El modelo saturado tiene IJ = 1+(I —1)+(J—1)+ (I —1)(J—1)
parametros no redundantes, es decir tiene tantos parametros como
observaciones Poisson, dando un ajuste perfecto.

En la préactica se trata de usar modelos no saturados en tanto
su ajuste "suaviza’ los datos y dan origen a interpretaciones mas
simples.

Los modelos log—lienales que hemos visto son modelos jerarquicos.
Decimos que un modelo es jerarquico cuando incluye todos los
términos de orden menor que estan presentes en un término de or-
den mayor. Asi, si el modelo contiene A{?Y, entonces también estan
presentes en el modelo A v )\}/. Fistos son los modelo més frecuentes.

Como en ANOVA cuando hay interacciones, debemos ser cuida-
dosos en interpretar los efectos principales cuando hay términos de
orden mayor. En general, para cada variable la atencion se restringe
a los términos de orden mayor.
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Modelos para tablas tridimensionales

Los diferentes modelos que veremos representan distintos patrones
de independencia y asociacion.

Supongamos que tenemos tres variables categoricas X, Y y Z que
tienen valores posibles:

A: 1,2, ..., 1
B:1,2 ...,]
C:1,2, ..., K

Para desplegar los casos observados deberemos combinar tablas
bidimensionales, como la que sigue.

Silas n unidades en la muestra son i.i.d. el vector (Y111, Y112, - - -, Y1sK)
tiene distribucién multinomial con parametros ny IT = (I1y1q, 1119, . . ., [k

La tunica restriccion que se imponea II es que sume 1 y el EMV
sera el vector de componentes

ﬁ~~ . Yijk
ijk —

n
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Modelos de dependencia

Mutua o Completa Independencia

El modelo mas simple es aquel en que

P(A=i,B=j,C=k) =P(A=i).P(B=74).P(C=k) Viijk

de manera que si

[Lijk = ;B0
Como la suma de los a’s, de los 8’s y de los d’s es 1 tenemos en
total (I — 1)+ (J — 1) + (K — 1) parametros a estimar.
Ademas, bajo este modelo los vectores marginales tienen distribucion
(Yiew, .., Ye) ~ M(n,aq, s, ...,q5)
Yirg, oo, Youy) ~ M(n, B, Bay ..., B))
(Yo, . Yiig) ~ M(n,61,09,...,0k)

por lo tanto cada vector de parametros podria estimarse en forma
independiente uno de otro. Mas aun, el EMV sera

Yy
' n
G - Yoy
J n

- Y.
otk
O =
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Graficamente, este modelo se representa como en el plot (1) del
siguiente grafico En este grafico no hay conexion entre los tres no-
dos, lo que indica que no hay relacion entre las tres variables. En
la notacion de modelos log—lineales este modelo se representa como
(A, B,C).

En términos de los odds ratios este modelo significa que las tablas
marginales A x B, A x C'y B x C tienen odds ratios iguales a 1.

El modelo log—lineal correspondiente es

log prijr = A+ A+ )\f +2¢ (1)

Independencia conjunta

En el grafico tenemos a A y B conectadas entre si, pero no conec-
tadas con C. Esto indica que C' es conjuntamente independientes
de Ay B. Que los nodos A y B estén conectados indica que estan
posiblemente relacionados, pero no necesariamente. De manera que
el modelo de mutua independencia es un caso particular de este
modelo que indicaremos como (AB, C').

Bajo este modelo tenemos que

Wijr = Wi Uy V3,5, K

Si este modelo se cumple A y C' son independientes en la tabla
marginal y B y C' también son independientes en la tabla marginal.

16



También podemos escribirlo como
i = afiyor Vi, j,k
donde
Zz&ﬁijzl %51{;:1
i j
El nimero de parametros es: (IJ — 1) + (K —1).

El EMV de estas probabilidades son: O‘Aﬁzj _ Mg+ 5, = Ntk v
n n

por lo tanto los valores esperados son

_ Nij+ N4k
Mijk = —

Esto corresponde al concepto de independencia habitual entre la
variable C' y una nueva variable formada por la IJ combinaciones

de Ay B.

El modelo log—lineal correspondiente resulta

log pijr = A+ A+ AP+ A+ A0S0 (2)

Independencia Condicional

Ahora consideremos la relacion entre A y B controlando por C'. Si
Ay B son independientes en la tabla parcial correspondiente al nivel

k de C' | decimos que A y B son condicionalmente independientes
en el nivel k£ de C.

II..
Notemos I1.;; = =4k
wlk = Ty,

nivel k de C. Luego, la independencia condicional de A y B al nivel

la distribuciéon conjunta de A y B en el

k de C equivale a
Wi = Wil Vi, g
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Por lo tanto, diremos que A y B son condicionalmente independi-
entes dado C' si la condicién anterior vale para todo k.

Equivalentemente, tenemos que

[§Pawn |

Hijk: — V’L,j,k

R

Este modelo de dependencia correspone al grafico en el que A y C'
estan conectados y también lo estan B y C.

El modelo de mutua independencia es un caso particular de
este modelo.

Independencia condicional de A y B corresponde al modelo log—
lineal:

log puijr = A+ A+ AP+ A + A0+ A5E (3)

En la nomenclatura de los modelos log—lineales este modelo se

llama (AC, BC).

Independencia marginal vs. Independencia Condicional

Recordemos el ejemplo de primer Sexo—Ingreso—Carrera en el vi-
mos que puede haber independencia condicional, pero independencia
marginal
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Ingreso

Carrera  Sexo Bajo Alto
Social ~ Mujer 18 12
Hombre 12 8

Ciencias  Mujer 2 8
Hombre 8 32
Total  Mujer 20 20
Hombre 20 40

18x8 2x32 :
Tenemos que O5ocial = 19%12 — Ly OCiencias = Ix8 L, es decir

que hay independencia en cada nivel de carrera, sin embargo en la

20x40
20%20

tabla marginal 6 = = 2 y por lo tanto no hay independencia

marginal.

Por otro lado, en los odds de Ciencias son 6 veces mas grandes en
Hombres que en Mujeres dado Ingreso y los odds condicionales de
Ingreso Alto son 6 veces mas altos en Ciencias que en Sociales dado
Sexo. Ciencias tiene relativamente mas hombres y Ciencias tiene
relativamente ingresos mas altos.

La independencia condicional y la independencia marginal se
verifican simulataneamente cuando alguna independencia ma s fuerte
es valida.
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Tenemos la siguiente relacion:

Mutua Independencia entre A, By C

B independiente conjuntamente de A y C'

Ay B condicionalmente independientes A y B marginalmente independientes

Cuando tenemos tres factores podemos tener tres, dos o un par de

variables condicionalmente independientes de acuerdo a que tenga-
mos el modelo (1), (2) o (3).

Ascociacion Homogénea

En efecto, los térmimos de la forma A\;t¥ identifican a las variables
condicionalmente dependientes.

Para permitir que las tres pares de variables sean condicional-
mente dependientes debemos agregar al modelo anterior (AC, BC')
una conexion entre A y B:

log frije = A+ AN+ AT+ AT+ A0+ AP+ A0 (4)

que corresponde al modelo (AB, AC, BC'), conocido como mo-
delo de asociacién homogénea, pues en este modelo los odds ratios
condicionales entre dos variables son idénticos para cada nivel de la
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tercera variable.

Dada la tabla parcial A — B para cada nivel £ de C' podemos
decribir la asociacion parcial mediante los odds ratios condicionales
como

[ iy a1 ' '
Osir) = oot 1<i<I—-1 1<j<J-1

I 1 relliva ik

Probaremos que si el modelo (4) vale, entonces
log 0;j(k) = Aé’B + )‘éﬁ,j—kl - )‘éi—Bl,j - Afﬁ1
es decir que
Oijy = bije) = - - = Oy Vi, ]

Lo mismo es cierto para 9;?{%) y para Qﬁ%).

Luego, la asociacion entre dos variables es idéntica para cada nivel
de la tercera variable.

Modelo saturado o Con Interaccion Triple

El modelo més general para tres variables es
log pijr = A+ A0+ AP+ AL+ A0+ +A07 £ A0E+ A9 (5)

En este caso las tres variables son condicionalmente dependientes,
pero ademas los odds ratios de cualquier par de variables puede variar
a lo largo de los niveles de la tercera.

Identificamos este modelo como (ABC).
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Condiciones para asociacion marginal y parcial idéntica

El siguiente teorema establece condiciones para que los odds ratios
entre A v B sean los mismos en la tabla marginal que en las tablas
parciales. Cuando esto es asi podemos estudiar la asociacion entre
Ay B de manera mas sencilla colapsando la tabla sobre C.

Teorema: En una tabla tridimensional una variable es colapsable
con respecto a la interaccion entre las otras dos variables si y solo si
es al menos condicionalmente independiente de otra dada la tercera.

En otra palabras, A y B tienen la misma asociacion marginal que
parcial si A y C'son condicionalmente independientes ( vale el modelo

(AB, BC')) osi By C son condicionalmente independientes (vale el
modelo (AB, AC))
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Cuando colapsar en una tabla

Dicho de otra manaera el resultado que hemos visto nos dice que si
tenemos tres variables, A, B y C' podemos colapsar en las variables
A o B si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1. No hay interaccion ABC', es decir )\fjfg = ( para todo 1, 7, k.

2. La interaccion AC' o BC' es nula, es decir M¢ = 0 para todo
1,k o )\ﬁc = (0 para todo 7, k.

Veamos que pasa con nuestros modelos

Clase 1: independencia total o mutua: (A, B,C)

loguijkz)\Jr)\er)\er)\kC

e Las variables son independientes
e Ay B son independientes
e Ay C son independientes
e B y C son independientes

Ademas:

e Las variables son condicionalmente independientes
e Las variables son marginalmente independientes

e La asociacién marginal entre A v B es idéntica a la asociacion
parcial entre Ay B. Idem A-C'y B-C
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e La asociacién marginal=asociacion parcial= nula entre cualquier
par de variables.

EJEMPLO: Christensen (1997)

Como parte de un estudio longitudinal una muestra de 3182 indi-
viduos sin enfermedad cardiovascular fue seguida durante 4 anos y
medio. Un total de 2121 de estos individuos no tuvieron actividad
fisica en forma regular y no desarrollaron enfermedad cardiovascular.
Los individuos fueron clasificados de acuerdo a tres factores: Tipo
de Personalidad, Niwvel de Colesterol y Presion Diastolica. Una
personalidad es de tipo I si presenta signos de stress, inquietud e
hiperactividad. Un individuo con personalidad de typo II es rela-
jado, pasusado y de actividad normal. Nivel de Colesterol y Presion
Diastolica fueron categorizados en alto y normal. Los datos se mues-
tran en la siguiente tabla:

Presion Diastoélica
Personalidad Colesterol Normal — Alto
| Normal 716 79
Alto 207 25
11 Normal 819 67
Alto 186 22

Table 1: Valores Observados
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Si ajustamos los datos suponiendo un modelo de independencia
total o completa obtenemos

L ji: Presion Diastoélica
Personalidad Colesterol Normal — Alto
[ Normal 739.9 74.07

Alto 193.7 19.39

II Normal T88.2 78.90
Alto 206.3 20.65

Table 2: Valores Esperados Estimados

Notemos que los fi;; verifican que fij44 = Njyt, figpjr = Ngjr Y
i1 = n,y para todo t, 7, k. Por ejemplo: nyy . = 716 + 79 +
207+ 25 = 1027 y pry44+ = 739.9 + 74.07 + 193.7 + 19.39 = 1027.06.
La diferencia se atributye a errores de redondeo.

Para testear la bondad del ajuste podemos usar el estadistico de
Pearson:

DI Ul Fijk)*
i=1j=1k=1 ik
(716 — 739.9)2 (22 — 20.65)?

739.9 i 20.65 8150
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y la deviance D :

I J K ..
D =2% 3 Y ny log |22k
i=1j=1k=1 ijk
716 99
— 9l7161 991 — 8.793
{ 08 7agg T teslos 20.65}

Grados de libertad:

df =IJK-[1+(I-1)+(J-1)+(K-1)]=I1JK—-1-J-K+2

En nuestro caso nos queda: df =2%2%x2—-2—-2—-2+2=4

Como Xz21,0.05 = 9.49 no rechazamos la hipdtesis de independencia.
Sin embargo, el p—valor es 0.07 , por lo tanto no hay clara evidencia de
independencia completa entre los tres factores tipo de personalidad,
colesterol y presién diastolica.

Si computamos los residuos de Pearson como:

obtenemos
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L ji: Presion Diastoélica
Personalidad Colesterol Normal — Alto
| Normal  -0.879 0.573
Alto 0.956 1.274

II Normal 1.097 -1.340
Alto -1.413 0.297

Table 3: Residuos de Pearson

Si bien no hay ninguna estructura especial en los residuos, pare-
ceria que hay mas individuos con alta presion y alto colesterol en la
personalidad I que los que espera una hipotesis de independencia y
lo mismo ocurre con los individuos con colesterol normal y presion
normal entre los de personalidad II. Esto responde al sentido comun.
Dentro de la personalidad II hay menos individuos que tienen solo
un factor alto que los esperados bajo independencia.

Clase 2: Una variable independiente de otras dos:

(A,BC), (B, AC), (C, AB)
log piiji = A+ A+ AP+ A + A5

En este caso, eventualmente un par de variables son condicional-
mente dependientes: B y C' dado A.

e Dado (', A y B son condicionalmente independientes

e Dado B, A y C' son condicionalmente independientes

27



Ademas:

e [a tabla se puede colapsar en cualquier direccion.

e Asociacion marginal = Asociacion parcial para cualquier par de
variables.

e Asociacion marginal A-B = Asociacién parcial A-B=nula

Idem para A-C.

Por lo tanto:

e Ay B son independientes en la marginal A-B.

e A y (' son independientes en la marginal A-C'.

EJEMPLO

Everitt (1977) considera una muestra de 97 ninos escolarizados de
10 anos que fueron clasificados segun los siguientes factores:

Conducta en Clase (A), Riesgo hogarerio (B)y Adversidad Fs-
colar (C).

La Conducta en Clase fue clasificada por los maestros como ” descar-

7

riada”o "no descarriada”; el Riesgo Hogareno como "riesgo (R) 7 o

AN

"no riesgo (N) 7 y Adversidad Escolar” en "baja”, "media” o "alta”.
Los datos se hallan en la siguiente tabla.

Testear el modelo

Mk = iy 4 T,
o equivalentemente
log piijr = A+ A+ AP+ A + A5
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Adversidad Escolar

Bajo Medio Alto
Riesgo N R N R N R|Total

Conducta No Descarriado |16 7 15 34 5 3| 80

en Clase Descarriado 1 1 3 8 1 3] 17
Total 17 8 18 42 6 6| 97

Table 4: Valores Observados

También equivale a testear independencia entre las dos filas Descar-
riado y No Descarriado y las seis columnas Bajo—N, Bajo—R, Medio—
N, Medio—R, Alto—-N, Alto—R.

La tabla de valores esperados bajo este modelo resulta:

L i Adversidad Escolar
Bajo Medio Alto
Riesgo N R N R N R | Total

Conducta No Descarriado | 14.02 6.60 14.85 34.64 4.95 4.95| 80
en Clase Descarriado 298 140 3.15 7.36 1.05 1.05| 17
Total 17 8 18 42 6 6 97

Table 5: Valores Esperados Estimados
Los grados de libertad de este modelo son:
df = IJK-[1+(I-1)+(J-1)+(K-1)+(J-1)(K-1)]| = IJK—I-JK+1

Los estadisticos de bondad de ajuste dan:

X?=619 D=556 df=2%3%2—2—-3%2+1=5

Como X§,0,05 = 11.07 al nivel 5% el test no da evidencias contra el
modelo supuesto. Es decir, no tenemos razones para dudar sobre que
la Conducta en Clase es independiente del Riesgo y la Adversidad.
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Si nuestro objetivo inicial hubiera sido explicar la conducta en
clase en términos del riesgo de la casa y de la adversidad en la escuela,
seriamos desafortunados ya que la conducta es independiente de estas
variables.

Por otra lado, bajo este modelo examinar la relacion entre Riesgo y
Adversidad es sencillo, ya que si la condcuta en clase es independiente
de las otras dos variables podemos estudiar la relacion de Riesgo y
Adversidad a través de la tabla marginal sin temer que ocurra la
paradoja de Simpson.

La tabla marginal Adversidad—Riesgo resulta:

Ny jk Adversidad
Bajo Medio Alto | ny;q
Riesgo N 17 18 6 41
R 8 42 6 56
Niak | 25 60 12 97

Table 6: Tabla Marginal

El modelo de independencia para esta tabla marginal es

e =My oy Viok

que corresponde a

log,ujkz)\Jr)\}BJr)\g

La tabla de valores esperados estimados con este modelo es
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Lt i Adversidad
Bajo Medio Alto | fiyj+
Riesgo N [10.57 25.36 5.07| 41
R ]14.43 34.64 6.93| 56
itk | 25 60 12 | 97

Table 7: Valores Esperados

X*=1078 D=108 df=(2-1)(3-1)=2

que son significativos al 1%.

Los residuos de Pearson son

Adversidad
Bajo Medio Alto
Riesgo N | 1.98 -1.46 0.35

R|-1.69 125 -0.35

Table 8: Residuos

Parece haber cierta estructura en los residuos. En las escuelas
de alta Adversidad los residuos son pequenos. Sin embargo, en las
escuelas de baja adversidad (buenas) los alumnos sin riesgo (N) estan
sobrerepresentados y los de riesgo (R) estéan subrepresentados.

Notemos que en realidad, antes de hacer el segundo paso de nuestro
analisis deberiamos estudiar los residuos del primer modelo como
para ver si el modelo se sostiene.
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Clase 3: Independencia Condicional:
(AC,BC), (AB, AC),(AB, BC)
log piije = A+ A+ AP + A7+ A0+ ANC
S6lo un par de variables es condicionalmente independiente
e Dado (', A y B son condicionalmente independientes

e La tabla se puede colapsar en A y B, pero no en C'.

e Asociacion marginal A—C' = Asociacion parcial A-C

e Asociacion marginal B-C = Asociacién parcial B-C

Este es un modelo importante en el que la asociacion marginal
A—B puede ser esptrea si uno ignora la variable C.

Grados de Libertad

df = IJK —[1+(I—1)+(J—1)+(K—1)+ (I —1)(K —1)

+(J — 1) (K —1)]
= K(I-1)(J-1)
EJEMPLO

Volvemos al ejemplo del estudio longitudinal. Examinaremos el
modelo en el que Nivel de Colesterol y Presion Diastolica son inde-
pendientes dada la personalidad. Esto corresponde al modelo
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log prije = A+ A1+ AP + A+ A7 + A50

Testear la validez de este modelo es un test simultaneo de inde-
pendencia entre las tablas:

Personalidad

N1kj Presion Diastoélica
Colesterol | Normal  Alto
Normal 716 79
Alto 207 25
Personalidad II

N1k Presion Diastoélica
Colesterol | Normal — Alto
Normal 819 67
Alto 186 22

donde cada tabla tiene (2 — 1)(2 — 1) = 1 grados de libertad.

Los estadisticos de bondad de ajuste obtenidos son:
X?=2188 D =2.062

Los grados de libertad de los estadisticos de bondad de ajuste seran
df = 2(2—-1)(2—1) = 2. y por lo tanto obtenemos un muy
buen ajuste ya que el p—valor de cada uno es 0.3348743 y 0.3566501,
respectivamente.

Veamos la salida de LEM para este ejemplo.
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Clase 4: Asociacion Homogénea:
(AB,AC,BC)

log prije = A+ AN+ AP + A+ AN+ AGC

Todos los pares de variables son condicionalmente dependientes dada
la tercera. La asociacion parcial entre dos variables no varia con los
distintos niveles de la tercera.

e No se puede colapsar en ninguna direccion

Grados de Libertad

df = IJK-[1+I-1)+(J-1)+(K-1)+{T-1)(J-1)
+(I—1)(K—=1)+(J = 1) (K —1)]
= (I-1(J-1)(K-1)

EJEMPLO: Fienberg(1980)

Los siguientes observaciones corresponden a datos sobre accidentes
de autos pequenos. Las variables consideradas son: severidad de las
heridas del conductor, tipo de accidente y si el conductor fue eyectado
o no. La tabla de valores observados y esperados estimados usando
el modelo de Asociaciéon Homogénea son:
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Mijk Tipo de Accidente
Colision Vuelco
Herido No Severo Severo No Severo Severo
Conductor Eyectado No 350 150 60 112
Si 26 23 19 80

Table 9: Valores Observados

fi ke Tipo de Accidente
Colisiéon Vuelco
Herido No Severo Severo No Severo Severo

Conductor Eyectado No 350.5 149.5 59.51 112.5
Si 25.51 23.49 19.49 79.51

Table 10: Valores Estimados
Los estadisticos de bondad de ajuste resultan
X?=004323 D=004334 df=2-1)2-12-1)=1

con un p—valor 0.8352928 y 0.8350864, respectivamente. Por lo tanto,
el modelo de igualdad de los odds ratios ajusta muy bien.

Veremos en la clase practica qiue los modelos de independencia e
independencia condicional no dan un buen ajuste.

Nos falta considerar dos cosas importantes

e Como se estimaron los valores estimados en el ultimo ejemplo?

e Como elegir un modelo log-lineal adecuado para un conjunto de
datos?
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Estadisticos suficientes y minimales

Supongamos que n;j; tienen distribucion de Poisson con media
tiji- La distribucion conjunta sera:
n.¢
—Hijk g 4k
€ TR
[N 1)) —
]
Mgk

Por lo tanto

) =3 Xk; Nijk 10g pijr — 2230 Xk; ik
T ] vt
Si consideramos el modelo saturado

10g Hijk — A + )\;4 + )\JB + >\k;C + AZXBA;LIX{:C + )\ﬁﬂc + )\550

queda

7 J [
+ Z zk: nHk)\f}f + Z zk: n_|_jk)\ﬁf + Z Z zk: nmk)\,éfc
{ J L

~TY e A+ A AT AT+ ASPAE A+ A
i

Como la distribucién de Poisson es una familia exponencial los
coeficientes de los parametros son los estadisticos suficientes mini-

males. En el caso del modelo saturado no hay reduccién de los datos

ABC

en tanto los n;j; son los coeficientes de Aj;p™ vy los demas se pueden

obtener a partir de estos.

Para los modelos mas sencillos, como por ejemplo para el modelo
(AB, AC, BC) los estadisticos minimales suficientes seran
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{nij+}7 {nisr} {nﬂ'k}

En general, en los modelos reducidos los estadisticos suficientes
minimales son las sumas marginales correspondientes a los términos
de mayor orden presentes en el modelo.

Estos resultados coinciden con las deducciones que hicimos para,
el modelo multinomial algunas clases atras.

Ecuaciones de maxima verosimilitud

Para un modelo particular veamos como se calculan los EMV.
Asumamos el modelo (AC, BC'), entonces:

i J
+E X NN+ ST
i J
— S Sexp A+ A+ A H AT+ A7+ AC
1 J k

Para obtener los estimadores de los parametros derivamos e igualamos
a 0, por ejemplo:

ol
oy = n—;g%exp[A+A;“+Af+A§+>\;‘,§O+AﬁC

= N =222 Mijk
1 gk

Luego:

Mttt =T
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De la misma manera, obtenemos

ol n>
0)\;4 ++ = ik

Wit — Hi++
Los valores estimados tienen los mismos totales que los observa-
dos. Asi, obtenemos que {ny = piss,i = 1,..., 1}, {nyp =

/’L+j+7.j:17'°'7‘]}7 {n++k‘:;u+—l-k37k:17"'7K}yque

ol
INAC T Witk — Mitk
ik
ol
aT%c = Njk — K4jk
J

Para este modelo vemos que los estadisticos suficientes minimales son
los EMV de las frecuencias esperadas marginales.

Este es un resultado méas general que se cumple para los otros modelos
estudiados hasta ahora.

Birch(1963) mostrd que las ecuaciones de méaxima verosimilitud en
un modelo log-lineal igualan los estadisticos suficientes minimales
con sus valores esperados. Por ejemplo, en el modelo saturado:

E(nir) = pijr
con lo cual
[ijle = Tijk

Birch mostré que hay una unica solucion {fi;;x} que satisface el
modelo y que iguala a los datos en sus estadisticos suficientes mini-

38



males. Por lo tanto si logramos esa solucion, debe ser la solucién de
las ecuaciones de MV.

Por ejemplo, en el caso de (AC, BC') el modelo en términos de las
Hijk: es:

[§ P |

Hijre = Vi, g, k

g
o equivalentemente
Hit-k o+ 5k .
ijk = R Vi, g, k
Ht-+k

Por las ecuaciones de MV, sabemos que fij41 = Nk Y fajk = N jk
y entonces fi . = Ny . Luego:

_ Ltk v ik Nt kMK .
Ht++k Ntk

Esta solucién satisface el modelo y las ecuaciones , por lo tanto
i es el EMV pues como consecuencia del resultado de Birch es la
unica solucion de MV.

Birch mostré que los EMV son los mismos para el muestreo multino-
mial que para el muestreo Poisson independiente. Probo sus resul-
tados bajo el supuesto de que en todas las casillas hay un nimero
positivo de observaciones, sin embargo Haberman (1973, 1974) lo
demostro sin este supuesto.

En realidad con tres variables, vimos que las ecuaciones puede
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resolverse en forma directa, salvo para el modelo de asoctacion ho-
mogénea, en el que no hay una solucién explicita.

Como ajustamos en este caso? Una posibilidad es hacer una matriz
de diseno que contenga los efectos principales y las asociaciones y
ajustar una regresion de Poisson mediante Newton—Raphson.

Otra posibilidad es el

Método Iterativo Proporcional (IPF)

Este método ajusta proporcionalmente las frecuencias esperadas
estimadas 1, de manera de satisfacer las restricciones:

i+ = nge o (1)
Mivk = Ttk (2)
fjk = Najr (3)

Primero se ajsuta de manera que se cumpla (1) , luego se multiplica
por un factor adecuado como para que se cumpla (2) y finalmente se
ajusta para que se cumpla (3). Repitiendo estos pasos partiendo de
un punto inicial adecuado se converge a la solucion que cumple las
tres igualdades.
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En la iteracion ¢ para este modelo pasariamos a la del paso t + 1:

(t+1/3) (t+0/3) Nij+
ik = Hijk " (440/3)
o+
t+2/3)  (t+1/3) | Ttk
ik = Hijk “(+1/3)
i+k
t+3/3)  (t+2/3) [ M+jk
ik = Hijk “t12/3)
Hot jk

Este método converge mas lentamente que N-R, pero muy sencillo
en tanto opera directamente sobre las f1;;1 y no es necesario introducir
una matriz de diseno.

La ventaja de N-R es que automaticamente nos da una matriz
de covarianza de los coeficientes con la que podemos computar esti-
madores de sus desvios standard y de funciones de los coeficientes.
Esto también se puede hacer con IFP.
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