Modelo Lineal Generalizado
FCEyN UBA
Practica 1

1. Sea X una variable con distribucién Gamma de parametros oy p, I'(«, ), donde
uw=EX).

Demuestre que la distribucién de X pertenece a una familia exponencial. Identifique al
parametro canonico 0 y a las funciones a, b y c.

Parece razonable usar el link canénico en esta familia? Tendria alguna desventaja?

2. Decimos que X tienen distribuciéon gaussiana inversa de media p y parametro ¢ si su
densidad es de la forma

fla) = [2 - y3] e [‘g‘éii‘;‘)] oo ()

Esta familia se utiliza , por ejemplo, para el estudio del movimiento Browniano de particulas
y en analisis de regresion con datos fuertemente asimétricos. Por ejemplo, suele ser utilizada
para modelar tiempos de sobrevida, tiempos de espera, etc.

a) Grafique la funcién de densidad para distintos valores de los pardmetros.

b) Demuestre que la distribuciéon de X pertenece a una familia exponencial. Identifique
al parametro canoénico 0 y a las funciones a, b y c.

3. Decimos que X tienen distribucién de Weibull de pardmetros o y 3 si su densidad es de
la forma

a—1

f(z) = ‘“ga exp{—[%]a}f[o,@(y).

Verifique si esta familia de distribuciones es una familia exponencial para algin valor de a.

4. Sea f,(y) una funcién de densidad o de probabilidad arbitraria con funcién generadora
de momentos dada por



M(&) = Efexp(€Y)} = exp{b(£)},

que es finita para un rango de valores de ¢ que incluye el 0. Consideremos la densidad
exponencial pesada dada por

fro(y) o< exp(y) foly) .

Derive la constante normalizadora para esta densidad y muestre que fy(y) pertenece a
una familia exponencial con a(¢) = 1.

5.

a) Sean Y|A ~ P(A\)y A ~ I['(«, ), donde I' (v, B) es la distribucién Gamma con esperanza
af y varianza o3?, cuya densidad estd dada por

1
f) = T(a) 5° AP g o) (y) -

Pruebe que Y tienen distribuciéon binomial negativa con funcién de probabilidad pun-

tual
PO =)= <1fﬁ>y (ﬁ)

b) La distribucién binomial negativa dada en el item anterior suele parametrizarse en
términos de p = aff y K = 1/ como

A ()

Verifique si para cada k fijo esta distribucién pertenece a una familia exponencial. En
caso afirmativo, cuanto valdria el parametro candénico 67

6. Consideremos el caso en que E(Y;) = u; = X3, siendo Y; ~ N(p;,0?), es decir tomando
como funcion link la identidad.

a) Deduzca el método de Fisher—scoring para este caso. Especifique la variable de trabajo
z v la matriz W utilizadas en el método IRWLS. Qué diferencias tiene el estimador
resultante con el de minimos cuadrados?

b) Calcule la deviance.

c¢) Calcule la matriz de informacién y la matriz de covarianza de 3.



d) Compruebe que la distribucién de B y de la deviance pueden determinarse exactamente
en este caso.

7. Supongamos que Y; ~ N(p;, 02 /w;), donde w; son pesos conocidos, 1 < i < n, y que
log(pi) = XiB = 1.

a) Deduzca la variable de trabajo z y la matriz W utilizadas en el método IRWLS para
este caso. Es necesario conocer a o2 para estimar a (37

b) Cémo estimarfa a 02 ? Es su propuesta insesgada?

8. Supongamos un modelo de regresion logistica en el que Y; ~ Bi(n; I1;), donde

1;
l0g<1_Hi>:X§ﬁ:m,1§i§n.

’
. : : : i
Una funcién no lineal que interesa estimar en este caso es II; = II;(8) = Pk
1+eX

Proponga un estimador para II;. Cudl seria la distribucién asintdtica de dicho estimador?
Cémo estimaria la varianza asintética de la probabilidad estimada?

Deduzca un intervalo de nivel aproximado 1 — « para II;.



