Modelo Log—Lineales

Hasta los anos 60 las tablas de contingencia de 2% 2 eran analizadas calculando
estadisticos tipo x? para testear independencia. Cuando las tablas involucraban
mas variables se solia repetir este analisis para las subtablas para determinar las
interacciones o asociaciones entre las variables. A partir de los 70 con los trabajos
de Goodman y la difusion de estos en libros como el de Bishop, Finberg vy
Holland (1975) y Haberman (1975) hubo un cambio sustancial en el tratamiento
de estos problemas, en particular con la inclusion de los modelos log—lineales.

El modelo loglineal puede ser visto como un caso del GLM para datos con
distribucion Poisson.

Los modelos log-lineales se usan con frecuencia para analizar la relacion de
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dos, tres o mas variables categdricas en una tabla de contingencia.

Todas las variables que se analizan son vistas como variables de respuesta . es
decir que no se hace distincién entre variables independientes y dependientes.
Es por ello, que estos modelos solo estudian asociacion. Cuando interesa estu-
diar algunas variables como independientes y otras como dependientes es mas
adecuado un modelo lineal generalizado, como el modelo logistico. Lo mismo
es cierto si las variables estudiadas son continuas y no se pueden discretizar
apropiadamente.

La estrategia basica en el modelado ajusta las frecuencias observadas en la
tabla cruzada. Los modelos son representados por las frecuencias esperadas y
podran ser descriptos por las restricciones que imponen a las asociaciones o
interacciones entre las variables. Los patrones de asociacion entre las variables
pueden describirse en términos de los odds y los odds ratios.



Modelos para tablas bidimensionales

Comenzamos por considerar el caso mas sencillo de tablas de contingencia.
Luego, los conceptos que aqui veremos se extienden a tablas mas complejas.

Pdriamos tener un tabla como en el ejemplo que vimos en nuestras primeras

clases:
C: Cree en la vida despues de la muerte | Total
Si No
S:Sexo
Mujer |435 147 582
Hombre | 375 134 509
Total | 810 281 1091




En general tendremos:

C Total
S Si No | Total
Mujer | y11 Y12 Yi+
Hombre | ya1 922 Yo+
Total |y yso|ys+ =n

Modelo de Independencia
Bajo el modelo de independencia 11;; = II;; II; V2 Vj, por lo tanto

log pi; = logn + logIl; + log Il ;
log pij = A+ A0 + A7

donde X\ y )\}/ representan el efecto de la fila 7 y de la columna j, respectiva-
mente.

La interpretacion de los parametros es mas sencilla para respuestas binarias.
Por ejemplo, en el modelo de independencia en una tabla de I x 2, donde
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las columnas corresponden a la respuesta Y, para cada fila ¢ el logit para la
probabilidad IT de que Y =1 es

1og( Il ) = log Hil
1 —1I; 2

= -

— no depende de 7, es decir no depende de la fila.

Esto corresponde al caso en que

logit(Il;) = «

por lo tanto la chance de clasificar en una columna particular es constante a
lo largo de las filas.

Identificabilidad y Restricciones sobre los parametros

En una tabla de 2 x 2, por ejemplo, el modelo independiente especifica 5
parametros, por lo tanto esta sobreespecificado.
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La siguiente tabla muestra tres conjuntos de parametros diferentes para los

datos de creencia.

Frecuencias Frecuencias Log Frecuencias
Observadas Ajustadas Observadas
435 147 4321 149.9 6.069 5.010
375 134 3779 131.1 5.935 4.876
Parametro Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3
A 4.876 6.6069 5.472
Ay 0.134 0 0.067
Ay 0 -0.134 -0.067
A 1.059 0 0.529
A 0 -1.059 -0.529

Como en el caso lineal, podemos imponer restricciones a los parametros de
manera de obtener unicidad, por ejemplo, pidiendo que para el primer nivel de
cada factor el parametro sea 0 o bien pidiendo que la suma de los parametros
dentro de un factor sea 0, esto seria en nuestro ejemplo de 2 x 2

M A =0 A+ A =0
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Lo que todos cumpliran es que la diferencia entre dos efectos principales es
la misma. En nuestro ejemplo, tenemos que A\ — A2 = 1,059 para los tres
conjuntos de parametros.

Modelo Saturado

Cuando las variables son dependientes satistacen un modelo mas complejo

log 4 :)\+)\f(+)\?+>\f§y

donde los pardametros )\fjf-y reflejan la asociacion entre X y Y. Este modelo
describe perfectamente cualquier conjunto de frecuencias y es el modelo mas
general para una tabla de contingencia bivariada. El caso de independencia
corresponde a )%-Y =0

Existe una relacion directa entre los log odds ratios vy los parametros de
asociacion )\fj{Y

logt = log (MMM) = log 11 + log pig2 — log pi12 — log oy
12421
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= A+ AT A FAT)F A+ A A +A5))
—AFAT A AL FAFA A A
= A Y Ay Y

Los )\fjf.y determinan los log odds ratios. Cuando )\fjf.y = 0 los odds ratios
valen 1 y X e Y son independientes.

En la tabla de creencia el odd ratio es

435 x 134
= = 1.057
147 x 375
y log § = 0.056, por lo tanto
AL A — Ay — Ay =0.056 (%)

Los parametros de asociacion se pueden ajustar de manera que el primero de
cada fila y el primero de cada columna sea 0 o que la suma sobre cada fila y la
suma sobre cada columna sea 0.

Cualquiera de estas combinaciones satisfard ().



El modelo saturado tiene IJ = 14+ (I —1)+(J—1)+ (I —1)(J—1) parametros
no redundantes, es decir tiene tantos parametros como observaciones, dando un
ajuste perfecto.

En la practica se trata de usar modelos no saturados en tanto su ajuste
suaviza a los datos y dan origen a interpretaciones mas simples.

Los modelos log—lineales que hemos visto son modelos jerarquicos. Deci-
mos que un modelo es jerarquico cuando incluye todos los términos de orden
menor que estan presentes en un término de orden mayor. Asi, si el modelo
contiene )\fjf-y, entonces también estdn presentes en el modelo A y )xjy. Eistos
son los modelo mas frecuentes.

Como en ANOVA cuando hay interacciones, debemos ser cuidadosos en inter-
pretar los efectos principales cuando hay términos de orden mayor. En general,
para cada variable la atencion se restringe a los términos de orden mayor.



Modelos para tablas tridimensionales

Los diferentes modelos que veremos representan distintos patrones de inde-
pendencia y asociacion.

Supongamos que tenemos tres variables categoricas A, B y C que tienen
valores posibles:

A: 1,2, .1
B:1,2 ....J
C:1,2 ....K

Para desplegar los casos observados deberemos combinar tablas bidimensio-
nales, como la que sigue.

Asumiremos que en una tabla como ésta, un individuo puede clasificar con
una probabilidad I1;;; en la casilla 7jk. Si las n unidades experimentales son
independientes, entonces el vector (Y111, ..., Yijk, - .., Y7sx) tiene distribucion
multinomial de pardmetros n y II = (IIyy1,..., Lk, ..., sx)". La tnica
restriccion que se impone al vector de probabilidades IT es que sume 1 y el
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Raza de la  Raza del Pena de Porcentaje
Victima  Defendido Muerte de Si
Si No

Blanca Blanca 53 414 11.3 Tabla Parcial
Negra 11 37 22.9

Negra Blanca 0 16 0.0 Tabla Parcial
Negra 4 139 2.8
Total Blanca 53 430 11.0
Negra 15 176 7.9

Cuadro 1: Pena de Muerte por raza del defendido y raza de la victima

EMYV sera el vector de componentes
- Yiik

Calculemos el odds ratio en las tablas parciales. Cuando la victima es blanca

tenemos

B

I

53 x 37
11 x 414

11

n

= 0.4306




por otro lado si la raza de la victima es negra

9. — 0x139
YT ax16
Sin embargo, si consideramos la tabla colapsada obtenemos
Hh3 x 176
(9T0tal — = 1.44
15 x 430

es decir que la conclusion a partir de este valor seria la opuesta que a partir
de los odds ratios de las parciales. Este cambio de direccion en la asociacion de
dos variables al considerar una tercera se conoce como paradoja de Simp-
son. Por esta razon debemos tener mucho cuidado antes de colapsar una tabla,
tratando de entender cual es la asociacion entre las variables en primera instan-
cia y a partir de ella decidir si es razonable colapsar o no.
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Otro Ejemplo

Supongamos que tenemos los sigientes datos de sobrevida de pacientes someti-
dos a cirugia en dos hospitales, A y B donde vivos significa que el paciente
sobrevivid 6 semanas a la cirugia.

Hospital A B
Muertos 63 16
Vivos 2037 784
Total 2100 800

Cuadro 2: Sobrevida a una cirugia segtin hospital

A patir de esta tabla obtenemos que

- 63 x 734
16 x 2037
con lo que parecemas conveniente el hospital B. Sin embargo, si tenemos en

cuenta una tercera variable C: Estado inicial del paciente la informacion
seria

= 1.515464
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Malas condiciones | Buenas Condiciones
Hospital A B A B
Muertos 6 8 57 8
Vivos 594 692 1443 92

Cuadro 3: Sobrevida a una cirugia segiin hospital y estado inicial

Si analizamos la informacion teniendo en cuenta el estado del paciente al ser
intervenido vemos que

6 X 692 57 x 92
Sxh0l D BI3I31 B8 % 1443

Es decir, el hospital A es siempre preferible, pero es sensiblemente mejor en
caso en que el paciente esté en malas condiciones iniciales. El hospital A tiene
mayor porcentaje de muertos en general, pero menor porcentaje de muertos al
considerar los grupos de buenas/malas condiciones. Estamos otra vez ante la
paradoja de Simpson.

0 = (.454262
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Modelos de dependencia

Mutua o Completa Independencia

El modelo mas simple es aquel en que

P(A=i,B=j,C=k)=P(A=i).P(B =j).P(C

de manera que si

o = P(A=1) i=1,...,1
By = P(B=j) j=1,....J
o, = P(C=k) k=1,...|K

Lk = @iy,

Vi, g, k

Como la suma de los a’s, de los 3's y de los d’s es 1 tenemos en total

(I —1)+(J—1)4 (K — 1) parametros a estimar.
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Ademas, bajo este modelo los vectores marginales tienen distribucion

(}/i++7"'7}/}++) ~ M(n,al,ag,...,a])

(Y+1+7"°7Y+J—|—) ~ M(naﬁlaﬁ%"'vﬁJ)
<Y_|__|_1,...,Y_|__|_K) ~ M(ﬂ,él,&g,...,é[{)

por lo tanto cada vector de parametros podria estimarse en forma indepen-
diente uno de otro. Mas aun, el EMV sera

I
/[; R
n
B' Y+j+
/ n
S S
O =
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Graficamente, este modelo se representa como en el plot (1) del grafico que
se presenta mas abajo.

En este grafico no hay conexion entre los tres nodos, lo que indica que no
hay relacion entre las tres variables. En la notacién de modelos log-lineales este
modelo se representa como (A, B, C).

En términos de los odds ratios este modelo significa que las tablas marginales
Ax B, Ax Cy B x C tienen odds ratios iguales a 1.

El modelo log-lineal correspondiente es

log piji = A+ A+ AP+ AL (1)

Independencia conjunta

En el grafico tenemos a A y B conectadas entre si, pero no conectadas con C'.
Esto indica que C' es conjuntamente independientes de A y B. Que los nodos
A v B estén conectados indica que estan posiblemente relacionados, pero no
necesariamente. De manera que el modelo de mutua independencia es un
caso particular de este modelo que indicaremos como (AB, C).
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Bajo este modelo tenemos que
Wije = Wiy yne Vo, 9, K

Si este modelo se cumple A y C' son independientes en la tabla marginal y
B vy C' también son independientes en la tabla marginal.

También podemos escribirlo como

[Lijr = (aB)ij 0, V1,7, k
donde

>3 (aB); =1 %&s =1
i

El ntmero de parametros es: (IJ — 1) + (K — 1).

El EMV de estas probabilidades son: (a3);; = Mij+
n

—~ T L
Op = ——+ y por lo tanto los valores esperados son
n
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Tij4 N4k

fijk =
Esto corresponde al concepto de independencia habitual entre la variable C'
y una nueva variable formada por la I.J combinaciones de A y B.

El modelo log-lineal jerarquico correspondiente resulta

log pijr = A+ A+ A7+ A0+ 007 (2)

Independencia Condicional

Ahora consideremos la relacion entre A y B controlando por C. Si Ay B son
independientes en la tabla parcial correspondiente al nivel £ de C' | decimos
que A y B son condicionalmente independientes en el nivel k£ de C.

I,k

Notemos I1;;, = o, la distribucion conjunta de A y B en el nivel k£ de C.

Luego, la independencia condicional de A y B al nivel k£ de C equivale a

Wi = Wl Vi, g
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Por lo tanto, diremos que A y B son condicionalmente independientes dado
C' si la condicion anterior vale para todo k.

Equivalentemente, tenemos que

JFEwN I .
Hijk — ;[k =l \V/’L,], k
T

Este modelo de dependencia correspone al grafico en el que A y C estan
conectados y también lo estan B y C.

El modelo de mutua independencia es un caso particular de este modelo.

Independencia condicional de A y B corresponde al modelo log—lineal:

log pijr = A+ A+ AT+ A0+ A0+ M50 (3)

En la nomenclatura de los modelos log-lineales este modelo se llama (AC, BC').
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Independencia marginal vs. Independencia Condicional

Consideremos el siguiente ejemplo en que se registraron las variables Sexo,
Ingreso y Carrera

Ingreso
Carrera  Sexo Bajo Alto

Social  Mujer 18 12
Hombre 12 8

Ciencias Mujer 2 8
Hombre 8 32

Total  Mujer 20 20
Hombre 20 40

188§ 2% 32 :
Tenemos que Osocial = 159215 = 1 Y Ociencias = S5 = 1, es decir que hay

independencia en cada nivel de carrera, sin embargo en la tabla marginal 6 =
2040

0.0 = 2y por lo tanto no hay independencia marginal.
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Por otro lado, en los odds de Ciencias son 6 veces mas grandes en Hombres
que en Mujeres dado Ingreso y los odds condicionales de Ingreso Alto son 6 veces
mas altos en Ciencias que en Sociales dado Sexo. Ciencias tiene relativamente
mas hombres y Ciencias tiene relativamente ingresos mas altos.

La independencia condicional y la independencia marginal se verifican
simulataneamente cuando alguna independencia ma s fuerte es valida.
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Tenemos la siguiente relacion:

Mutua Independencia entre A, By C

l

B independiente conjuntamente de A y C

RN

A y B condicionalmente independientes A y B marginalmente independientes

Cuando tenemos tres factores podemos tener tres, dos o un par de variables
condicionalmente independientes de acuerdo a que tengamos el modelo (1), (2)

o (3).
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Ascociacion Homogénea

En efecto, los térmimos de la forma ALY identifican a las variables condi-
cionalmente dependientes.

Para permitir que las tres pares de variables sean condicionalmente dependi-

entes debemos agregar al modelo anterior (AC, BC') una conexion entre A y
B:

log piji = A+ A+ AP+ A0+ A0+ AT+ NC (1)

que corresponde al modelo (AB, AC, BC'), conocido como modelo de
asociacion homogénea, pues en este modelo los odds ratios condicionales
entre dos variables son idénticos para cada nivel de la tercera variable.

Dada la tabla parcial A — B para cada nivel k£ de C' podemos decribir la
asociacion parcial mediante los odds ratios condicionales como

ijrelliva jk

Oiir) = 1<i<I—1 1<j<J—1

W jrrelliv ik

Probaremos que si el modelo (4) vale, entonces

25



_ \AB , \AB AB AB
log Oj(ky = Nij~ + A js1 — A1, — Ak

es decir que

Oij(1) = Oija) = - - - = Oijrey V4,
Lo mismo es cierto para 9;%%) y para Qﬁ%).

Luego, la asociacion entre dos variables es idéntica para cada nivel de la
tercera variable.

Modelo saturado o Con Interaccién Triple

El modelo mas general para tres variables es

log piji = A+ A&+ AP+ A+ AAC 4 +A;‘}B +A5E + A;‘}fjc (5)

En este caso las tres variables son condicionalmente dependientes, pero ademas

los odds ratios de cualquier par de variables puede variar a lo largo de los niveles
de la tercera.

Identificamos este modelo como (ABC)).
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Condiciones para asociacion marginal y parcial idénticas

El siguiente teorema establece condiciones para que los odds ratios entre A y
B sean los mismos en la tabla marginal que en las tablas parciales.

Cuando esto es asi podemos estudiar la asociacion entre A y B de manera
mas sencilla colapsando la tabla sobre C.

Teorema: En una tabla tridimensional una variable es colapsable con re-
specto a la interaccion entre las otras dos variables si y solo si es al menos
condicionalmente independiente de otra dada la tercera.

En otra palabras, A y B tienen la misma asociacién marginal que parcial si
Ay C son condicionalmente independientes ( vale el modelo (AB, BC)) o si
B vy C' son condicionalmente independientes (vale el modelo (AB, AC))
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Cuando colapsar en una tabla

Dicho de otra manera el resultado que hemos visto nos dice que si tenemos tres
variables, A, B y C podemos colapsar en C' si se cumplen las dos condiciones
siguientes:

1. No hay interaccion ABC', es decir )\{;EC = 0 para todo 17, 7, k.
2. La interaccion AC' o BC es nula, es decir A4¢ = 0 para todo i, k

0 Aﬁc = 0 para todo 3, k.
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