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Tests de Hipodtesis

En el contexto de GLM abordaremos el problema de comparar dos modelos
cuando tienen la misma distribucion subyacente y la misma funcién link.

Consideraremos la comparacion de dos modelos anidados, es decir la diferen-
cia entre los dos modelos sera que la componente lineal de un modelo tendra mas
parametros que el otro. El modelo mas simple, que correspondera a H,, sera un
caso especial de un modelo mas general. Si el modelo mas simple ajusta a los
datos tan bien como el mas general, entonces, en virtud del principio de parsi-
monia no rechazaremos H,. Si el modelo mas general ajusta significativamente
mejor, rechazaremos H, en favor de Hy, que corresponde al modelo méas com-
plejo. Para realizar estas comparaciones deberemos usar medidas de bondad de
ajuste.

Las medidas de bondad de ajuste pueden basarse en el maximo valor de la
funcion de verosimilitud, en el maximo valor del log de la funcién de verosimili-
tud, en el minimo valor de la suma de cuadrados o en un estadistico combinado
basado en los residuos.
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El proceso de comparacion sera como siempre:

1. Especificamos un modelo M, correspondiente a H, y un modelo mas general,
My, que corresponde a Hj.

2. Ajustamos M, vy calculamos el estadistico de bondad de ajuste G,. Idem
con Mj y su correspondiente G.

3. Computamos la mejoria computando una medida de la discrepancia entre

Gly G, (G1—G,0G1/G,).

4. A partir de la distribucion de esta medida de discrepancia, testeamos H,
vs. la alternativa Hy, es decir M, vs. M;.

5. Sila hipotesis H, no es rechazada, preferimos el modelo M,. Si rechazamos
H, elegiremos M;.



MLG Ana M. Bianco FCEyN 2008 46

Estadistico de Cociente de Verosimilitud

El modelo con el maximo nuimero de parametros que pueden ser estimados
se conoce como modelo saturado. Es un GLM con la misma distribucion
subyacente y la misma funcién de enlace que el modelo de interés, que podria
tener tantos parametros como observaciones. Si hay observaciones que tienen
las mismas covariables (replicaciones), el modelo saturado podria determinarse
con menos de n parametros. Llamemos m al maximo numero de paramertos
que puede especificarse.

En el modelo saturado los p justan exactamente a los datos.

Si llamamos @, al valor estimado bajo el modelo saturado, el L(0y,y), like-
lihood evaluado en dicho estimador, tomara el valor mas grande posible para
estas observaciones, asumiendo la misma distribucion subyacente y la misma
funcion de enlace.

—

Sea L(0,y) el maximo valor del likelihood para el modelo de interés. El
cociente de verosimilitud sera
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que nos da una idea de cuan bueno es el ajuste del modelo.

En la practica se usa el logaritmo de este cociente

—

log(A) = £(8,,y) — £(8.y).
Grandes valores de log(\) sugieren un pobre ajuste del modelo respecto al

modelo saturado.

Un estadistico cercano y muy usado en el contexto de GLM es la deviance,
introducida por Nelder y Wedderburn (1972).

La deviance se define como

D =2 [K(gs,y) —K(@,y)]
D =23 a;'(&){yi(0 — 6:) — b(6s:) +b(6))}

INNOTA: A veces es conveniente expresar el log likelihood en términos de las
medias p’s mas que de B3 o 0. En ese caso llamariamos £(fi,y) al likelihood
maximizado sobre 3 ., mientras que el maximo alcanzado en el modelo saturado

serfa £(y,y).
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Ejemplos

Caso Normal

Recordemos que 6 = u, b(0) = %2, d =o0? (w; =1).
Entonces, si o0 =1

1 1

D_2Z(yz< /Lz)_§yi2+§:uzz>:i

(yi — i)*.

s

Caso Binomial

ef

Recordemos que 6 = log ( ) es decir m = 7,

b(0) = log(1 + €’) = —log(1 — ), entonces

D =2 ﬁll nz{%(ész —6;) —b((0.) +b(8,)}
i (log b/ — log mA ) +
ni — Yi/ni 1=

log(1 — %) log(1 — 771)}

7

1=1
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n n; 1 — T
=2y yzlogy/ —I—yzlog

i=1 w i/

n n; 1 —
=2 % yzlogy/ + (ni — yi) log

i=1| i

n n;
=2 % ?Jilogf + (ni — yi) log

=11 Fhi n; —
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Para realizar los tests de bondad de ajuste debemos conocer la distribucion
de D.

Heuristicamente podriamos deducir la la distribucién de D. Si hacemos un
desarrrollo de Taylor de segundo orden alrededor de un punto dado b, tenemos
que:

U(B) ~ £(b) + (B — b)U(b)
donde U = (Uy,...,U,)

c‘?ﬁj 1=1 c‘?ﬁj
n (Vi — i) Op

_ oi=1.....p.
2';1 var(Y;) 677jx‘7 / b

E(U)=0 E(UU)=T,

(B b)T(b)(B ).

siendo Z la matriz de informacion de Fisher.

Si b es el punto donde ¢ alcanza su maximo, entonces
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((B) — {(b) ~ —2 (8 ~ bYT(b)(5 — b).

Por lo tanto

2(6(b) = £(B)) = (B = b)Z(b)3 —b).

y en consecuencia, para n suficientemente grande

2(6(b) — €(8)) ¥ X2

de este resultado, obtenemos

D =2 [l(B,y) — UB.y)]
= 2 V(,BSA, y> - 6(1837}/—)]
—2[0(B,y) — €(B,y)| +2[t(B,,y) — L(B,y)]

Luego,

DY

51
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siendo

V:2[€(557Y) —E(,B,Y)] ’

donde v es una constante positiva cercana a 0 si el modelo propuesto ajusta
a los datos tan bien como el modelo saturado.

En el caso particular de la distribucién binomial podemos demostrar este

limite usando las aproximaciones que ya vimos entre el estadistico de Pearson
y el G2.

Teorema. Bajo las condiciones de regularidad supuestas para los resultados
de convergencia de los tests x* v G* y suponiendo que ITy = I1(6,0), entonces

G*(My) — GH(M1) == X3,y
donde 1y = dim(6,v) vy = dim(4,0)
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Aplicaciones a Test de Hipotesis

Las hipotesis relativas al parametro 3 de longitud p pueden testearse usando
el estadistico de Wald y su distribucion asintotica

(B—B8)T.(8)(B-8)¥ x;.
Un enfoque alternativo es el de comparar la bondad del ajuste de los dos modelos
involucrados. Consideremos la hipotesis nula:

Hy:B=8y= 6o, 00)

correspondiente al Modelo M y una hipdtesis mas general

Hiy:B8 =P8 = 5o, 0op)

correspondiente al Modelo M con ¢ < p < n.

Si testeamos Hy vs. Hy usando la diferencia de los estadisticos de cociente
del logaritmo de la verosimilitud tenemos
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AD = Dy— Dq
= 2 [€(§S,y) — 8(@0,}’)} —2 [l(B,,y) — By, Y)]
=2 [((By,y) — U(By,y)] -

Comparariamos a AD con una X}%—q ya que bajo Hy tendriamos que AD )

2
Xp—q-

Si el valor observado de AD fuera mayor que el percentil X]%_ G
rechazariamos a Hy en favor de Hy, bajo el supuesto de que H; da una mejor
descripcién de los datos (atun cuando Hy no provea un muy buen ajuste).



MLG Ana M. Bianco FCEyN 2008 55

Ejemplo: los siguientes datos corresponden a un experimento de dosis—
respuesta en el que 5 grupos de 6 animales fueron expuestos a una sustancia
peligrosa (Schafer, 2000). Y; denota al niimero de animales que murieron al ser
expuestos a la 1—ésima dosis.

obs. | z; = logyo(conc.) vy, n; — vy yi/ny T
1 -0 0 0 0.000 0.0080899
2 -4 1 5) 0.1667 0.1267669
3 -3 4 2 0.667 0.7209767
4 -2 0 0 1.000 0.9787199
5) -1 0 0 1.000 0.9987799

El comando S—plus que usamos es:
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yy<- ¢(0,1,4,6,6)
sf<- cbind(yy,6-yy)
logdosis<- -c(5:1)

salida<- glm(sf~logdosis,family=binomial)
summary (salida)

Call: glm(formula = sf ~ logdosis, family = binomial)
Deviance Residuals:
1 2 3 4 5
-0.3122076 0.282141 -0.291303 0.5080521 0.1210355

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 9.586802 3.703679 2.588454
logdosis 2.879164 1.101315 2.614296

(Dispersion Parameter for Binomial family taken to be 1 )

Null Deviance: 28.009 on 4 degrees of freedom

o6
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Residual Deviance: 0.5347011 on 3 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: b5
Correlation of Coefficients:

(Intercept)

logdosis 0.9820848

salida$deviance
[1] 0.5347011

pchisq(salida$deviance,3)
[1] 0.0887958

1-pchisq(salida$deviance,3)
[1] 0.9112042

o7
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Resumiendo
Call: glm(formula = SF ~ logdosis, family = binomial)

Deviance Residuals:

1 2 3 4 5
-0.3122076 0.282141 -0.291303 0.5080521 0.1210355

Coefficients:
Value Std.  Error t value
(Intercept)  9.586802 3.703679 2.588454
logdosis 2.879164 1.101315 2.614296

Null Deviance: 28.009 on 4 degrees of freedom
Residual Deviance: 0.5347011 on 3 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 5

Correlation of Coefficients: (Intercept)

logdosis 0.9820848

o8
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Analisis de la deviance

El analisis de la deviance es una generalizacion del analisis de la varianza
para los GLM obtenido para una secuencia de modelos anidados (cada uno
incluyendo més términos que los anteriores). Suponemos en todos ellos la misma
distribucion y la misma funcion link.

Dada una secuencia de modelos anidados usamos la deviance como una me-
dida de discrepancia y podemos formar una tabla de diferencias de deviances.

Sean M, , M,,, ..., M, unasucesion de modelos anidados de dimension p; <
p2 < ... < p,ymatrices de diseno X,,,, X,,,, ..., X,, y deviances D, > D,, >
.> Dy

Pr

La diferencia D), — Dy, p; > pi, es interpretada como una medida de la
variacion de los datos explicada por los términos que estan en M,y no estan
en M, , incluidos los efectos de los términos de que estan en M), e ignorando

los efectos de cualquier término que no esta en M.

. 2 , .
De esta manera, st D), — D), > Xpi—pic habria que incorporar al modelo los
términos que estan en M, y no estan en M.
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Cada secuencia de modelos corresponde a una tabla de analisis de la varianza
diferente. La secuencia de los modelos estara determinada por el interés del
investigador.

Residuos

Para el GLM necesitamos extender la nocion de residuo a todas las distribu-
ciones que pueden reemplazar a la Normal.

RESIDUOS DE PEARSON

Los residuos de Pearson se definen como

P yi/\_ /jz

C WVar(y)
siendo Var(y;) = a(®)V ().
Por ejemplo, jqué nos quedaria en el caso Poisson 7
SiY ~ P(u), entonces E(Y) =pu = Var(Y).
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RESIDUOS DEVIANCE

La deviance D puede escribirse como una suma
n
D = '21 d; ,
1=

donde las d; son los que se conocen como componentes de la deviance. Esta
medida, tal como vimos suele usarse como una medida de discrepancia en un
GLM y en ese sentido d; es la contribucion de cada dato a la discrepancia total.

Podemos definir los residuos deviance como
ri = sg(y; — i) Vd;

Para el caso Poisson, recordemos que

Y

Y
PY =y) = e ”azexp(ylogu—u—logy!)

Up,y) = ylogp — p—logy!
luego, 0 =logp, b(A) =€’ , ¢ =1, a(¢) = 1y cly, ¢) = —logy!

Cada residuo de la deviance resulta

ri = sgly: — ) {20y log(yi /1) — yi + )}/
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RESIDUOS DE ANSCOMBE

Una desventaja de 7i" es que en general su distribucién para datos no nor-

males es asimétrica y por lo tanto no es de esperar que posean propiedades
similares a las que poseen bajo normalidad.

Anscombe definié unos residuos basados en una funcion A(y) en lugar de y,
de manera que la distribucién de A(Y) sea tan normal como sea posible.

Wedderburn demostré que para funciones de verosimilitud en el GLM, la
funcion A(.) es

AL) = Vf/l?fb(u) .

Por ejemplo, en el caso Poisson queda

entonces basarfa mos los residuos en y?/3 — p?/3.

La transformacion que "normaliza’” no es la misma necesariamente que la que
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estabiliza varianzas. Por lo tanto, debemos dividir por el desvio de A(Y'). Una
aproximacion de primer orden a esta varianza es A'(u)/V ().

En el caso Poisson, resulta

A %(y2/3 _ M2/3> |

i 11/

Si bien, los residuos de Anscombe y de la deviance parecen muy diferentes,
los valores que toman para y y p dados son muy similares, tal como se muestra
en la siguiente tabla.

Caso Binomial

En el caso de la distribucién binomial quedaria

—~

P y; — nll;
r, = = = \ )

yilog( Ji ) +(ni—yz-)1og( i Yi )]

i = 2sg(y; — 1) 0 o
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Veamos otro ejemplo:

Collett (1991) reporta los datos de un experimento sobre toxicidad en gusanos
de la planta de tabaco dosis de pyrethroid trans—cypermethrin al que los
ousanos empezaron a mostrar resistencia. Grupos de 20 gusanos de cada sexo
fueron expuestos a por 3 dias al pyrethroid y se registré el nimero de gusanos
muertos o knockeados en cada grupo.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

dosis (ug)

sexo |1 2 4 8 16 32
Machos |1 4 9 13 18 20
Hembras|0 2 6 10 12 16

Cuadro 1: Gusanos del tabaco

Ajustamos un modelo de regresion logistica usando logsy(dosis), dado que las
dosis son potencias de 2.

Para procesar con S—plus usamos los comandos
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options(contrasts=c("contr.treatment", "contr.poly"))
ldose<- rep(0:5,2)

numdead<- c¢(1,4,9,13,18,20,0,2,6,10,12,16)

sex<- factor(rep(c("M","F"),c(6,6)))

SF<- cbind (numdead,numalive=20-numdead)

contrasts(sex)
M
FO
M1

Comenzaremos por un grafico

plot(2~1ldose, probas,type="n",xlab="dosis",ylab="prob")
lines(271dose[sex=="M"],type="p", probas[sex=="M"],col=6)
ines(2"1dose[sex=="F"], probas[sex=="F"],type="p",co0l=8)

Queremos investigar la posibilidad de que haya diferentes rectas para los dos
sexos. Para ello plantearemos y ajustaremos el modelo

logit(m;) = By + Pisex + Poldose + B3 sex:ldose
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Figura 2:

Gusanos del tabaco
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de manera que cuando sex = M, para [dose = 3 tendriamos

logit(ms sy = By + Bi + (B2 + B3)3

en cambio si sex = F', para ldose = 3

logit(ms,;) = Bo + (23

Para ello hacemos

salida.gusanos<- glm(SF~sex*ldose, family=binomial)

summary (salida.gusanos)

68
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Call: glm(formula = SF ~ sex * ldose, family = binomial)

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -2.9935414 0.5525295 -5.4178852
sex 0.1749865 0.7781556 0.2248733
ldose 0.9060363 0.1670577 5.4234939
sex:ldose 0.3529131 0.2699444 1.3073547

(Dispersion Parameter for Binomial family taken to be 1 )

Null Deviance: 124.8756 on 11 degrees of freedom
Residual Deviance: 4.993727 on 8 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3

Aparentemente de la lectura de la tabla el efecto del sexo parece no sig-
nificativo, sin embargo debemos ser cuidadosos al interpretar esto. Dado que
estamos ajustando distintas pendientes para cada sexo, el test individual para
este parametro testea la hipdtesis de que las curvas no difieren cuando la log
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prob
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dosis

Figura 3: Gusanos del tabaco
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dosis es 0. Vamos a reparametrizar de manera de incluir la intercept en una
dosis central (8).

salida2<- glm(SF~sex*I(ldose-3), family=binomial)
summary (salida2)

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -0.2754324 0.2304895 -1.194989
sex 1.2337257 0.3769412 3.272992
I(ldose - 3) 0.9060363 0.1670577 5.423494
sex:I(1ldose - 3) 0.3529131 0.2699444 1.307355

(Dispersion Parameter for Binomial family taken to be 1 )
Null Deviance: 124.8756 on 11 degrees of freedom
Residual Deviance: 4.993727 on 8 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring Iterations: 3

que muestra una diferencia significativa entre los dos sexos en la dosis 8. Com-
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putamos el p—valor de la medida de ajuste global 1-pchisq(4.993727,8)= 0.7582464.
Comparamos distintos modelos mediante la instruccion ANOVA

anova(salida.gusanos, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Binomial model
Response: SF

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev  Pr(Chi)

NULL 11 124 .8756
sex 1 6.0770 10 118.7986 0.0136955
ldose 1 112.0415 9 6.7571 0.0000000

sex:ldose 1 1.7633 3 4.9937 0.1842088
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Ahora ajustamos una pendiene para cada sexo:

salida3.gusanos<- glm(SF~sex+ldose-1, family=binomial)
summary (salida3.gusanos)

Coefficients:
Value Std. Error t value
sexF -3.473154 0.4682939 -7.416612
sexM -2.372411 0.3853875 -6.155911
ldose 1.064214 0.1310130 8.122959

Null Deviance: 126.2269 on 12 degrees of freedom
Residual Deviance: 6.757064 on 9 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring Iterations: 3

Otra forma seria

salidad.gusanos<- glm(SF~sex+ldose, family=binomial)
summary (salida4.gusanos)

Call: glm(formula = SF ~ sex + ldose, family = binomial)

73
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Coefficients:

Value Std. Error t value
(Intercept) -3.473154184226693 0.4682938902230899 -7.416612210277016
sex 1.100742853982481 0.3557226321395416 3.094385216262218
ldose 1.064213642005792 0.1310130474986223 8.122959219134131
(Dispersion Parameter for Binomial family taken to be 1 )
Null Deviance: 124.8755926044078 on 11 degrees of freedom

Residual Deviance: 6.757064232235749 on 9 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring Iterations: 3

74



MLG Ana M. Bianco FCEyN 2008
Matrizces de cada uno:

cbind(salida3.gusanos$x,salida4.gusanos$x)
sexF sexM ldose (Intercept) sex ldose

1 0 1 0 1 1 0
2 0 1 1 1 1 1
3 0 1 2 1 1 2
4 0 1 3 1 1 3
5 0 1 4 1 1 4
6 0 1 5 1 1 5
7 1 0 0 1 0 0
38 1 0 1 1 0 1
9 1 0 2 1 0 2
10 1 0 3 1 0 3
11 1 0 4 1 0 4
12 1 0 5 1 0 5
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Interpretacion de los coeficientes

76

Supongamos que tenemos una variable independiente que también es di-

cotomica

Nuestro modelo sera

logit(m) = By + frx

donde X =06 X = 1.

Los valores de nuestro modelo son

P00 P
Y =1| 7(1) =" | 7(0) =%
Y =0[1—a(l) = b |1 —7(0) = - Lt

Cuadro 2: Variables dicotémicas
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FEl odds ratio es

que resulta

Cuadro 3: Variables dicotémicas

0 = e

por lo tanto el logaritmo del odds ratio es

logf = 34

77
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y un intervalo de confianza para 6 sera

exp(Bl + %/2@))

78

Consideremos el caso de una variable cualtitativa que toma varios valores,
como en la siguiente situacion

blanco negro hispanico otros Total
Presente 5 20 15 10 50
Ausente 20 10 10 10 50
Total 25 30 25 20 100
0 1 8 6 4
Cuadro 4: Ejemplo hipétetico
options(contrasts=c("contr.treatment", "contr.poly"))

yy<- ¢(5,20,15,10)
nn<- c(25,30,25,20)

color<- factor(rep(c("blanco","negro","hipanico","otros"),c(1,1,1,1)))

SF<- cbind(yy,nyy=nn-yy)
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contrasts(color)

Variables de Diseno

D1 D2 D3

hipanico negro otros
blanco 0 0 0
hipanico 1 0 0
negro 0 1 0
otros 0 0 1

Call: glm(formula = SF ~ color, family = binomial)
Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -1.386294 0.4999999 -2.772589
colorhipanico 1.791759 0.6454971 2.775782
colornegro 2.079442 0.6324554 3.287886
colorotros 1.386294 0.6708203 2.066566

Null Deviance: 14.04199 on 3 degrees of freedom
Residual Deviance: 0 on O degrees of freedom

79
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Veamos que

exp(1.791759)= 5.999997
exp(2.079442)= 8.000004
exp(1.386294)= 3.999999

Observemos ademas que como

logit(m) = By + Bu D1 + Br2Da + BisDs

log O(negro, blanco) =
= Bo+ Bu(D1 =0) + Bia(D2 = 1) + Bi3(D3 = 0)
— 6o + B11(D1 = 0) + Bia(D2 = 0) + Biz(Ds = 0)]
= (2

y en base a la distribucion asintotica de los parametros podemos obtener un
intervalo de confianza para 6(negro, blanco).



