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Un investigador recopil6 datos sobre tres variables psicolégicas, cuatro
variables académicas (resultados de exdmenes estandarizados) y de
género para 600 estudiantes de primer afo de universidad.

Estd interesado en la forma en que el conjunto de variables psicolégicas
se relaciona con las variables académicas y el sexo.

En particular, el investigador esta interesado en saber cudntas
dimensiones (variables candnicas) son necesarias para comprender la
asociacion entre los dos conjuntos de variables.
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Las variables psicoldgicas son

e capacidad de control
e autoconcepto

e motivacion

y las académicas son las pruebas estandarizadas de

lectura (READ)

escritura (WRITING)

matemdticas (MATH)
e y ciencia (SCIENCE)
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Dimension 2
0.0
Dimension 2

CoNtrol

ept
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Dimension 1 Dimension 1
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Seaz=(z1,...,2p1q)" = ( ;( > € R? donde d = p+ q, x € RP,
y € R9. Supongamos por simplicidad que Ez = 0y4. Sea

T Ip >
Cov(z) =X =
@) ( 3y X
donde X1 € RP*P ¥5, € R9*9. Supongamos X > 0.

Supongamos p =1

Queremos medir la relacién lineal entre z1 yy = (22,...,24)" =
usamos el cuadrado del coeficiente de correlaciéon muiiltiple,
p% (23...q) due es la maxima correlacion al cuadrado entre z; y

cualquier combinacién lineal By

ol ¥ o
_ Y2142 021
011

donde 0'21 = Cov(y, z1) y el miximo se alcanzaba en
Bo =T 00
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Caso General: g < p

Queremos medir la asociacién entre x y y que estara dada por:

la maxima correlacion al cuadrado entre cualquier combinacion
lineal o"x y cualquier combinacién lineal 3"y

a0 B0, o

con

Cov? (a'x,8"y)  (a"EpA)’
VAR (a®x) VAR (B"y)  a"Epa 87X

2
pa,ﬁ -
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Sea X = AJ-TA-,
W = (A]) T ERE I EaATY Wy = (A]) T En T E AT
entonces

2 —
a#o}”ﬂ#o pauB palvﬂl - pl
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Sea Xj; = AjA;,
W = (A]) T ERE I EaATY Wy = (A]) T En T E AT
entonces

2 —
a;é()p,ﬂ#o pawB palvﬂl - pl

e p? es el maximo autovalor de Wy, es decir, el maximo
autovalor de 21_1121222_21221
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Sea Xj; = AjA;,

_ -1 _ _
v, = (Af) TI, ATt W= (A]) T X AT
entonces
2 _
a;é()p,ﬂ#o pawB palvﬂl - pl

e p? es el maximo autovalor de Wy, es decir, el maximo
autovalor de 21_1121222_21221

-1 -1 . 2
® « es el autovector de ;77321535535 asociado a p7 tal que
0[{2110(1 =1.
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Sea Xj; = AjA;,

_ -1 _ _
v, = (Af) TI, ATt W= (A]) T X AT
entonces
2 _
a;é()p,ﬂ#o pawB palvﬂl - pl

e p? es el maximo autovalor de Wy, es decir, el maximo
autovalor de 21_1121222_21221

-1 -1 . 2
® « es el autovector de ;77321535535 asociado a p7 tal que
0[{2110(1 =1.

e (3, es el autovector de 22_2122121_11212 asociado a p% tal que
B1ExnB; =1
-1 -1
2,300 o = T X6
P1 P1

B =
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e up = afx, vi = By se llaman las primeras variables
canonicas. Se cumple VAR(u1) = VAR(v;) =1

\/p3 se llama la primer correlacién candnica entre x y y.
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Definicion.

® Pl

e 1y = afx, vi = B1y se llaman las primeras variables
canonicas. Se cumple VAR(u1) = VAR(v;) =1

\/p3 se llama la primer correlacién candnica entre x y y.

Como 212):2_21):21a1 = p%leal y alelal = 1 tenemos que

2 -1
pi=ai Y o

O sea, p? es el cuadrado del coeficiente de correlacién multiple
entre la variable u; = aix y el vector y ya que VAR(u;) =1y
COV(Ul,y) =3s0a1.
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Cémo seguimos?

Este procedimiento puede verse como una técnica de reduccidn de

. ., 2
dimensién en la que x y y se reducen a u; y vy de modo que P, 3 S€2
maxima. Pero, la reduccidon u; de x puede no ser adecuada.

Buscamos u = (uy,...,um)T yv = (v1,...,Vvn) tales que
o ui=afx vi=p]y
® ui,..., U, sean no correlacionados

® Vvq,...,Vn sean no correlacionados

e CORR(uj, vj) sea maxima en algiin sentido

Observemos primero que como hablamos de correlaciones podemos
suponer que VAR(uj) = VAR(v;) = 1, es decir,

ajTpnoaj=1  [BiInp; =
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Teorema

Supongamos X133 >0, X» >0, g<p, X = AJ-TAJ-. Sean
e C=(A]) 'ZpA;!

o T =X 'Y Ty
o Tr=3,¥n¥'%p
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Inferencia

Teorema
Supongamos X133 >0, X» >0, g<p, X = AJ-TAJ-. Sean

o C=(A]) ' XAl

L4 Tl = 21_1121222_21221

° T2 = 22_2122121_11212

e 1>p2>p3>-..>p2 >0con m=RANGO(X]) los
autovalores no nulos de T (y de 1)
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Teorema
Supongamos X171 >0, X >0, g<p, X = A A;. Sean

- -1

C= (AT) Z12A
Tl = le 212222 221
Ty = 221): 212
1> p? 2 p3>--->p2 >0con m=RANGO(X1,) los
autovalores no nulos de T (y de 1)
° al, ...,y los autovectores de Ty asociados a
p3 > p% > ... > p? tales que ooy =1
ﬁl, .. ,ﬁm los autovectores de T asociados a

1> 05> > pp, tales que B[ X3 = 1
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Teorema
Supongamos X133 >0, X» >0, g<p, X = AJ-TAJ-. Sean

o C=(A]) ' XAl

L4 Tl = 21_1121222_21221

° Tz = 22_2122121_11212

e 1>p2>p3>-..>p2 >0con m=RANGO(X]) los
autovalores no nulos de T (y de 1)

e «,...,0, los autovectores de T asociados a
2 2 2 T _
PL = P52 2 P tales que o 205 =1
e 34,...,08,, los autovectores de T, asociados a

pT > p3 > - > ph, tales que BfEnB; =1
Seas<m-—1ysean a € RP y 3 € RY tales que
Cov(a'x,ajx) = 0 1<j<s
Cov(B'y,Bjy) = 0 1<j<s
—
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i) La maxima correlacién al cuadrado entre a™x y 3"y estd
dada por p§+1 y ocurre cuando @ = a1y B = B4,1, O sea,

2 _ 2 _ 2
max /)a.[} = Ps+1 = Pas 18511
a#0,8#0
Cov(aTx, a;-fx) =0,1<,<s
Cov(BTy,Bly)=0,1<j<s
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i) La maxima correlacién al cuadrado entre a™x y 3"y estd
dada por pﬁﬂ y ocurre cuando @ = a1y B = B4,1, O sea,

2 _ 2 _ 2
max pu.ﬁ = Ps+1 — /')us 18511
a#0,8#£0
Cov(aTx, aij) =0,1<,<s
Cov(BTy,Bly)=0,1<j<s

i) Cov(afx,apx)=0sij#ky Cov(B}y,Biy) =0sij#k
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i) La maxima correlacién al cuadrado entre a™x y 3"y estd
dada por pﬁﬂ y ocurre cuando @ = a1y B = B4,1, O sea,
2 2 2
max Pa,g = Ps+1 = Pay 18511
a#0,8#0
Cov(aTx, a 'x)=0,1</<s
(()\([i y[i y)*O 1< <s

i) Cov(afx,apx)=0sij#ky Cov(B}y,Biy) =0sij#k
i) VAR(a]x) = VAR(B]y) =1
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i) La maxima correlacién al cuadrado entre a™x y 3"y estd
dada por p§+1 y ocurre cuando @ = a1y B = B4,1, O sea,

i) Cov(afx,apx)=0sij#ky Cov(B}y,Biy) =0sij#k
i) VAR(a]x) = VAR(B]y) =1
iv) Sea m = RANGO(X12) < min(q, p) = g y tomemos

u=ATxcon A= (ai,...,Qm, Qmi1,...,Qp)
v=B"y con B=(8,...,8,)
Luego, si D, = DIAG(p1,...,pq) con pi =0sii>m
. b, 0 D,
VAR(V>: 0 I, O
D, 0 I,

o sea, Cov(uj,vj) =0sii#jy Cov(uj,v) = pi
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Definicion.
e u se llama las variables candnicas del espacio x.
e v se llama las variables canédnicas del espacio y.
® a1,...,0;m Y B1,...,8, son los vectores candnicos

e uj es la j—ésima variable candnica en el espacio x

e v; es la j—ésima variable candnica en el espacio y

La relacién entre x y y queda expresada por las correlaciones
canénicas p?,..., p%,
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Definicion.
e u se llama las variables candnicas del espacio x.
e v se llama las variables candnicas del espacio y.
® a1,...,0;m Y B1,...,8, son los vectores candnicos
e uj es la j—ésima variable candnica en el espacio x
e v; es la j—ésima variable candnica en el espacio y

La relacién entre x y y queda expresada por las correlaciones
canénicas p?,..., p%,

-1 _ 2 T _
Como 212222 Zglaj =/; leaj y &; leaj = 1 tenemos que

2 T -1
pj = aj 212222 Zglaj

O sea, pf es el cuadrado del coeficiente de correlacién multiple
entre la variable uj = o x y el vector y, pues VAR(uj) =1y

J
CO\/(UJ'7 y) = Zglaj.
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Otro enfoque

T;=ATA; A >0 C=(A]) " IpA;’

Por la descomposicién de valores singulares

0(p—q)xq
o L= (El,..- ,Ep) € RP*P, M = (mlj... ’mq) c R9%9

ortogonales, m; € Ry £; ¢ RP.

e Dy =D1ac(p1,-..,pq). pr=p2 >+ 2 pg 20,
pj es la raiz cuadrada de j—ésimo autovalor de CTC = W5,

Los vectores {my,--- ,mg} son los autovectores de C'C = Wy y
Cm; )
(=—21 1<,<g
Pj

son los autovectores ortonormales de CCT = W,
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Definamos
T —1\T T —1,\T
u = LT(ATY) x=(u1,...,up) uj = (ATY4)) x
v = MT (A;l)Tx:(vl,...,vq)T vj = (A;lmj)Tx
Entonces,

we(0)-( v (%)

e VAR(u;) = VAR(yj) =1
e CORR(uj,vj) =pidjj, 1 <i<p 1<j<q.
Definicion. Las variables uy,...,up y vi,...,vq se llaman las

variables canonicas y los ndmeros pj, p1 > p2 > -+ > pg > 0 son
las correlaciones candnicas.

Inferencia
00000
0000
000000
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La cantidad de correlaciones no nulas es m = RANGO(X13)

Las dos definiciones coinciden
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Sean dos puntos x; € RP, x, € RP y definamos

—1\T — T .
u, = LT (Al 1) X = (Uly,', ceey Upy,')T uji = (Al 1fj) X 1= 1,2
Luego,

luy — w2 = LT (A7) (x1 — x2)[? = (31 — x2) "X (x1 — x2)
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Sean dos puntos x; € RP, x, € RP y definamos

uj=L" (Al_l)Tx,- = (urjy- - Upi)" uj i = (Al_lfj)Tx,- i=1,2
Luego,

Jur — w2 * = L™ (A7) (= %)l = (11— x2) " Ei! (11 — x2)
Sean dos puntos y; € R?, y, € RP y definamos
vi=M"T (Az_l)Ty,- = (ViiyeeosVgi)' Vi = (A;lmj)Ty,- i=1,2
Luego,

. I\ T .
lvi — 2|2 = [MT (AZY) " (y1 — y2)[? = (y1 — ¥2)"E57 (y1 — ¥2)
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Sean dos puntos x; € RP, x, € RP y definamos

uj=L" (Al_l)Tx,- = (u1,jy-sUpi)" uj i = (Al_lﬁj)Tx,- i=1,2
Luego,

lur = wa|? = L7 (A7) (x1 = x2) > = (x1 — %2)"E 7! (31 — x2)
Sean dos puntos y; € RP, y, € RP y definamos
vi=M" (Az_l)Ty,- =(Vijy. ey Vgi)' Vi = (A;lmj)Ty,- i=1,2
Luego,

vr = val P = [MT (AZ1)" (y1 = y2)1> = (y1 = ¥2)"Z57 (y1 — y2)

O sea, distancias entre puntos del espacio de las variables candnicas
representan distancias de Mahalanobis en el espacio original.

Al usar, la reduccién de s variables candnicas, las distancias entre puntos
del espacio de variables candnicas dan aproximadamente la distancia de
Mahalanobis en el espacio original.
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Resumen de propiedades de las variables y correlaciones candnicas

e Las variables candnicas son indicadores de los dos conjuntos
de variables que se definen por pares, con la condicién de
mdxima correlacion

e Los coeficientes de las variables candnicas son los
autovectores asociados al mismo autovalor de las matrices

) 2D W) M) X i=1,2 i %
o Si aij es una variable candnica también lo es — aij . Los
signos de las variables candnicas suelen tomarse para que la
.-/ . Va . S T S T
correlacién entre las variables candnicas u; = Xy Vi = B;y
sean positiva.
. ;. 2
e Los cuadrados de las correlaciones candnicas p; son los
-1 -1
autovalor?s de 'T‘llz ) I NP B T
Tr=2%2,%5%]7 X1, 0sea las raices de



Planteo del problema Definiciones Estimacion Criterio de Wilks Inferencia

000 0000000 0000 [e]e) 00000

o] 0O0000e000 000000 0000 0000
000000

Resumen de propiedades de las variables y correlaciones candnicas

e Los cuadrados de las correlaciones candnicas p? son el
cuadrado del coeficiente de correlacién entre las dos variables
Ve . _ T S T .
candnicas uj = a;x y vj = By correspondientes.
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Resumen de propiedades de las variables y correlaciones candnicas

e Los cuadrados de las correlaciones candnicas pjg son el
cuadrado del coeficiente de correlacién entre las dos variables
Ve . _ T S T .
candnicas uj = a;x y vj = By correspondientes.
e Las correlaciones candnicas son invariantes ante
transformaciones lineales no singulares de las variables.
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Resumen de propiedades de las variables y correlaciones candnicas

e Los cuadrados de las correlaciones candnicas pjg son el
cuadrado del coeficiente de correlacién entre las dos variables
candnicas uj = aJ-Tx y v = ,BJ-Ty correspondientes.

e Las correlaciones candnicas son invariantes ante
transformaciones lineales no singulares de las variables.

e La primer correlacién candnica p? es mayor o igual que el
mayor coeficiente de correlacién al cuadrado entre una
variable de cada conjunto.

p3 > C()RR2(X,'.)/J') paratodo 1<i<p 1<j<g
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Resumen de propiedades de las variables y correlaciones candnicas

e Los cuadrados de las correlaciones candnicas pjg son el
cuadrado del coeficiente de correlacién entre las dos variables
candnicas uj = aJ-Tx y v = ,BJ-Ty correspondientes.

e Las correlaciones candnicas son invariantes ante
transformaciones lineales no singulares de las variables.

e La primer correlacién candnica p? es mayor o igual que el
mayor coeficiente de correlacién al cuadrado entre una
variable de cada conjunto.

p3 > CORrRR?(x;, y;) paratodo 1<i<p 1<j<g

o El coeficiente de correlacion candnica pjg es el cuadrado del
coeficiente de correlacién multiple entre la variable u; = aij
y el vector y.
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Resumen de propiedades de las variables y correlaciones candnicas

Los cuadrados de las correlaciones candnicas pjg son el
cuadrado del coeficiente de correlacién entre las dos variables
candnicas uj = aJ-Tx y v = ,BJ-Ty correspondientes.
Las correlaciones candnicas son invariantes ante
transformaciones lineales no singulares de las variables.
La primer correlacién candnica p? es mayor o igual que el
mayor coeficiente de correlacién al cuadrado entre una
variable de cada conjunto.

p3 > CORrRR?(x;, y;) paratodo 1<i<p, 1<;<gq
El coeficiente de correlacion candnica pJ? es el cuadrado del
coeficiente de correlacién multiple entre la variable u; = aij
y el vector y.
El coeficiente de correlacién candnica pj2 es el cuadrado del
coeficiente de correlacién multiple entre la variable v; = 5J-Ty y
el vector x.
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Resumen de propiedades de las variables y correlaciones candnicas

e Las variables candnicas son predictores 6ptimos en el siguiente
sentido:

Queremos hallar 2s combinaciones lineales u = Afx y
v = Bly con s < m = RANGO(Z 1))
e A, =(as,...,an), a1,...,as linealmente independientes (o
sea, RANGO(A;) = s)

e B, = (by,...,bs), by,...,bs linealmente independientes (o
sea, RANGO(B;) = s)

L4 A;lelAs =1, B;Fz22Bs =1
tales que E|ju — v||? sea minima.

El minimo se alcanza siaj = a; y bj = 3;.
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Propiedades
Propiedad 1. Sean

A, = DIAG (VAR(x1), ..., VAR(Xp))
A, = DIAG (VAR(y1), ..., VAR(yq))
Se tiene que

o Corr(uj,x;) = E (xx") aj// VAR(xr)
o Corr(vj,yr) = E(yey") B;//VAR(yr)

es decir,

_1 _1
CORR(UJ',X) = Ax 221104]- CORR(\/j,y) = Ay QZzzﬁj
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Propiedades
Propiedad 1. Sean

A, = DIAG (VAR(x1), ..., VAR(Xp))
A, = DIAG (VAR(y1), ..., VAR(yq))
Se tiene que

o Corr(uj,x;) = E (xx") aj// VAR(xr)
o Corr(vj,yr) = E(yey") B;//VAR(yr)

es decir,
_1 _1
CORR(UJ',X) = Ax 221104]- CORR(\/j,y) = Ay 2222,31-

_1 _1
Corr(uj,y) = Ay *Xo1j CORR(vj,x) = Ay * X123,
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Propiedades
Propiedad 1. Sean

A, = DIAG (VAR(x1), ..., VAR(Xp))
A, = DIAG (VAR(y1), ..., VAR(yq))
Se tiene que

o Corr(uj,x;) = E (xx") aj// VAR(xr)
o Corr(vj,yr) = E(yey") B;//VAR(yr)

es decir,
_1 _1
CORR(UJ',X) = Dy 221104] CORR(VJ',y) = Ay 2222,31-
_1 _1
Corr(uj,y) = Ay *Xo1j CORR(vj,x) = Ay * X123,

Propiedad 2. Siz ~ N(0,X), x es independiente de y si y sélo si
p1=0.
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Propiedades

Propiedad 3. Invarianza del analisis.
_1
) A, °x L
Si llamamos z* = Xy y efectuamos el andlisis de
2
A’y
correlacién candnica de z*, o sea, en lugar de
-1 -1 -1 -1
Tl = }:11 212222 221 Tz = 222 221211 212
tomamos
* -1 -1 * -1 -1
1 = Ri7R2R;Roy T5 =Ry RaR7 Ry
con Rj; las matrices de correlacion entonces
e Las correlaciones candnicas no cambian
x _ al/2
e af = A aj,
x _ Al/2
* B =48y

Por lo tanto, las variables candnicas u; y v; son las mismas.
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Sean z; = ( x,: > € R9 i.i.d. con densidad (X > 0), x; € RP,

1

Yi=Yi—Yy

Cow\ (W

X= 5 Y = :
X, Yn

Qi1 = X™X, Qz = Y'Y, Qpo = X"Y.
;= Qy/(n - 1)

Si1 Siw2
S =
< So1 S >
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Supongamos n>d =p+qy q < p luego S es definida positiva
con probabilidad 1 y RANGO(Q12) = q.

Definicion. Se definen las r,
rn>r>--->ry >0 (con prob. 1) como rj = ,/rj? donde

rf>r3>-->r2>0 (con prob. 1) son los autovalores de
o -1 -1 A -1 -1
Tl = sll 512522 521 o de T2 = 522 521511 512
o sea, la solucién de

|Sl_1151252_21521 — )\|p‘ =0 0‘51252_21521 — )\511‘ =0
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Definicion. Se definen las como

— T _ ST
e u, = (ul,;, ey uq7,-) con ujj = Oéj Xiy
~T
— T _ e
o vi=(viieee,Vgi) Vi =BYi
—1 —1 ~ 2~ ~T ~
511 512522 52]_aj = I’J «j Oéj Sllaj =1
_1 _1 ~ 27 ~T ~
522 S21511 SlZIBj =1 /Bj /Bj 522,61' =1

Observemos que

1 n
AT ~ 2
1 = ajsllaj——n_lg uji
i=1

n
~T -~ ]. 2

L= BjSeBj=1—72_Yi
i=1
La distribucién exacta de rj, adn el el caso z; ~ N(u, X) es
complicada (ver Muirhead, 1982, seccién 11.3.4). La distribucién

asintética puede verse en Bilodeau & Brenner (1999, seccién 11.5).
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Distribucion asintética de r?
Proposicién 1. Sean z; ~ N(u, X) i.i.d., tales que
P1L>p2> > pe > pry1 = = pp =0, luego

Vi =) N (0,407 (1-2)7), J=1,k

o Mssain, sirl? = (r2,....r2)T y pl@ = (p2,..., p?) entonces
Vvn (rf) (2)) — N (Oq,4DIAG (pl (1- pl) vy (1= pi)z))

e Ademis, r,(<2) es independiente de r; para j > k.

e Siw = nrj2 para j > k, entonces wy.1, ..., Wq son dependientes y
no—normales. Su distribucién asintética conjunta es la distribucién
de los autovalores de una matriz A € R(4=K)x(@=K) 3] que
AW(ly—x,q — m,p — k). Su densidad asintética es

Cexp{—— Z X} H T | )

j=k+1 Jj=k+1 k+1<i<j<gq




Estimacion

Ejemplo

La matriz S es igual a

Control  Concept  Motiv. Read Write Math  Science Sex

Control 0.449 0.081 0.056 2.530 2.340 2.128 2.112 0.038
Concept 0.081 0.498 0.070 0.432  0.133 0.356 0.478 —0.044

Motiv. 0.056 0.070 0.117 0.729  0.848 0.629 0.385 0.017
Read 2.530 0.432 0.729 | 102.070 61.769 64.611 67.730 —0.210
Write 2.340 0.133 0.848 61.769 94.604 57.935 53.732 1.184
Math 2.128 0.356 0.629 64.611 57.935 88.637 59.354 —0.226

Science 2.112 0.478 0.385 67.730 53.732 59.354 94.210 —0.668
Sex 0.038  —0.044 0.017 | —0.210 1.184 —-0.226 —0.668 0.248
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Ejemplo

La matriz S es igual a

Control  Concept  Motiv. Read Write Math  Science Sex

Control 0.449 0.081 0.056 2,530  2.340 2.128 2.112 0.038
Concept 0.081 0.498 0.070 0.432 0.133 0.356 0.478 —0.044
Motiv. 0.056 0.070 0.117 0.729  0.848 0.629 0.385 0.017
Read 2.530 0.432 0.729 | 102.070 61.769 64.611 67.730 —0.210
Write 2.340 0.133 0.848 61.769 94.604 57.935 53.732 1.184
Math 2.128 0.356 0.629 64.611 57.935 88.637 59.354 —0.226
Science 2.112 0.478 0.385 67.730 53.732 59.354 94.210 —0.668
Sex 0.038 —0.044 0.017 | —0.210 1.184 —0.226 —0.668 0.248

Las correlaciones candnicas son

j| 1 2 3
rj | 0.464 0.167 0.104
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0@0000
En CANCOR, los vectores candnicos estan normalizados de modo que

~ ~ AT 5
OtJTQnaj =1 B; Q2B; =1

mientras que en CCA, estdn normalizados de modo que

ATe A ~T
a",‘rsllaj =1 ,BJ- SQQ,BJ- =1
Estos dltimos son los que presentamos N N
a1 Qo Q3
Control -1.2538 -0.6215 -0.6617

Concept 0.3513 -1.1877  0.8267
Motivation | -1.2624  2.0273  2.0002

,61 /62 ﬁ3

Read -0.0446 -0.0049  0.0214
Write -0.0359  0.0421  0.0913
Math -0.0234  0.0042  0.0094

Science -0.0050 -0.0852 -0.1098
Sex -0.6321 1.0846 -1.7946
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0@0000
En CANCOR, los vectores candnicos estan normalizados de modo que
o Quaj =1 B; Q2B; =1

mientras que en CCA, estdn normalizados de modo que

ATe A ~T
a",‘rsllaj =1 ,BJ- SQQ,BJ- =1
Estos dltimos son los que presentamos N N
a1 Qo Q3
Control -1.2538 -0.6215 -0.6617

Concept 0.3513 -1.1877  0.8267
Motivation | -1.2624  2.0273  2.0002

,61 /62 ﬁ3

Read -0.0446 -0.0049  0.0214
Write -0.0359  0.0421  0.0913
Math -0.0234  0.0042  0.0094
Science -0.0050 -0.0852 -0.1098
Sex -0.6321 1.0846 -1.7946

Los coeficientes candnicos se interpretan en forma andloga a los coeficientes de
regresion, o sea, por ejemplo para la variable Read una unidad de incremento
en Lectura lleva a un 0.0446 de decrecimiento en la primer variable candnica vy

cuando todas las demds variables permanecen constantes.



Por otra parte

Estimacion

00@000

| CORR(Ul,X) CORR(U3, x) | CORR(Vl,x) CORR(Vz, X) CORR(V37 x)

Control —0.9040 —0.1756 —0.4196 —0.0653 —0.0183

Concept —0.0208 0.7052 —0.0097 —0.1187 0.0733

Motivation —0.5672 0.7451 —0.2632 0.0588 0.0775
| C()RR(Ul,y) CORR(U3, y) | C()RR(Vl,y) C()RR(V2,y) CORR(V3,y)
Read —0.3900 0.0141 —0.8404 —0.3588 0.1354
Write —0.4068 0.0265 —0.8765 0.0648 0.2546
Math —0.3545 0.0154 —0.7639 —0.2979 0.1478
Science —0.3056 —0.0240 —0.6584 —0.6768 —0.2304
Sex —0.1690 —0.0565 —0.3641 0.7549 —0.5434



Dimension 2

v2

-05 0.0 0.5 1.0

-1.0

1.0

-05 00 05

-1.0

otivatjon
. Sex
ce
_o trol
Congept
& T T T
-1.0 -05 0.0 05 1.0

Dimension 1

Estimacion

000e00

Dimension 2




Estimacion

[o]e]e]e] Je]

Cuando las variables en el modelo tienen desvios estandar muy
distintos, se usan los coeficientes estandarizados que se definen
como

1/2
A/aj,

~k ~1 2/\

° ﬁ = /

permiten comparaciones mds simples entre variables. Estas
direcciones cumplen

JUPPO S
a; Ruoj =1 B; Rxf; =

~ ~—1/2 ~—=1/2 = ~—1/2
donde R11 = Ax / Slle / Yy R22 = / 522A /
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aj a3 aj
Control -0.8404 -0.4166 -0.4435
Concept 0.2479 -0.8379  0.5833
Motivation | -0.4327  0.6948  0.6855

B B, 3,

Read -0.4508 -0.0496  0.2160
Write -0.3490  0.4092  0.8881
Math -0.2205  0.0398  0.0885
Science -0.0488 -0.8266 -1.0661
Sex -0.3150  0.5406 -0.8944

® En este caso, la interpretacién es como sigue: para la variable Read un
aumento de 1 desvio estandar en Lectura lleva a un decrecimiento de 0.45
desvios estdndar en la primer variable candnica vi cuando todas las
demads variables permanecen constantes.
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ol ol a3
Control -0.8404 -0.4166 -0.4435

Concept 0.2479 -0.8379  0.5833
Motivation | -0.4327  0.6948  0.6855

B B, 3,

Read -0.4508 -0.0496  0.2160
Write -0.3490  0.4092  0.8881
Math -0.2205  0.0398  0.0885
Science -0.0488 -0.8266 -1.0661
Sex -0.3150  0.5406 -0.8944

® En este caso, la interpretacién es como sigue: para la variable Read un
aumento de 1 desvio estandar en Lectura lleva a un decrecimiento de 0.45
desvios estdndar en la primer variable candnica vi cuando todas las
demads variables permanecen constantes.

® Para las variables psicolégicas, el primer vector candnico estd fuertemente
influenciado por Control (.84) y para u, por Concepto (-.84) and y
Motivacién (.69).

® Para las variables académicas mdas sexo, vi €s un compromiso entre
Lectura (.45), Escritura (.35) y Sexo (.32), mientras que para vz
Escritura (.41), Ciencia (-.83) y Sexo (.54) son las variables dominantes:
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Criterio de Wilks

Tanto en el caso del test de independencia como en el modelo
lineal multivariado es posible hallar dos matrices

e U~ W(X,p,N—1r)y

e H~W(X,p,r)
independientes bajo la hipdtesis nula de interés.
Mds generalmente, tendremos

e U~ W(X,p,N—r)y

°zj~ N(p,X), 1<j<r H=3_,2zz
donde muchas veces r < p pero N —r > p.

El estadistico de Wilks se utiliza para testear cualquier hipétesis
equivalente a p = 0. Rechazaremos si el Wilks es pequeno.

Inferencia
00000
0000
000000
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Criterio de Wilks

En analogia con el caso univariado Wilks (1932) definié el estadistico de
Wilks.

Definicién Sean U ~ W(X,p,N —r)yz; ~N(0,X), 1 <j<r
independientes entre si, el criterio de Wilks se define como

U]

donde |A| indica el determinante de la matriz A € RP*P y
H= Z}:l ZjZJ’-I‘ ~ W(Zv P, r)
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Criterio de Wilks

En analogia con el caso univariado Wilks (1932) definié el estadistico de
Wilks.

Definicién Sean U ~ W(X,p,N —r)yz; ~N(0,X), 1 <j<r
independientes entre si, el criterio de Wilks se define como

U]
AN, p,r) = Ut H|

donde |A| indica el determinante de la matriz A € RP*P y
H=3""_,2z/ ~W(Z,p,r)
N, py r son los parametros del Wilks A y corresponden respectivamente

a los grados de libertad de U + H, la dimensién de las matrices y los
grados de libertad de H.
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Criterio de Wilks

En analogia con el caso univariado Wilks (1932) definié el estadistico de
Wilks.

Definicién Sean U ~ W(X,p,N —r)yz; ~N(0,X), 1 <j<r
independientes entre si, el criterio de Wilks se define como

U]

donde |A| indica el determinante de la matriz A € RP*P y
H=3""_,2z/ ~W(Z,p,r)
N, py r son los parametros del Wilks A y corresponden respectivamente

a los grados de libertad de U + H, la dimensién de las matrices y los
grados de libertad de H.

Por otra parte, si U es inversible A(N, p, r) depende sélo de los
autovalores de HU~!.
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Distribucion del criterio de Wilks

a) Sir>p, H~W(XZ,p,r) tiene densidad y
AN, p, r H b
con b?,..., b2, son independientes b7 ~ BB (N=rkl=i 1)

b) Sir < p,
AN, p, r H b
con b3, ..., b2 son independientes b2 ~ B (%, g)

Es decir, A(N, p,r) ~ AN(N, r, p)



Planteo del problema

a) Sip=1,
b) Sir=1,
c) Sip=2,
d) Sir=2,

Definiciones Estimacion Criterio de Wilks

0000000 0000 [e]e)

000000000 000000 [e] le]e}
Corolario

1—A(N,1,r) N—r
AN, 1,r) - rN=r

1—/\(N,p,1)N—p F
~ JN—
AN,p,1)  p PP

1-AN,2,r)2 N—r—1
A(N,2,r)? r

~ f2r,2(N—r—1)

1-A(N,p,2)2 N—p—1

~ Fopa(N—p—1
/\(N,p,Q)% p p2(N—p—1)

Inferencia
00000
0000
000000
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Aproximaciones a la Distribuciéon del criterio de Wilks

¢ Rao (1951) mostré que

(fs+X) (1= A(N,p,r)s)

~

m /\(N7 5. r)% m,fs+\
donde
PR N_p+r+1 m = pr
2
»o= -2 (’” _4)2



Criterio de Wilks

[e]ele] ]

Otros criterios

Hay otros criterios que se utilizan

e Criterio de Roy o de la maxima raiz. Considera la mdxima
raiz Omax de |[H — (U + H)| = 0. Luego

A1
Hmax =
14+ X

y rechazo si Oyax €s grande. Los percentiles de la distribucidn
de Omax estan dados en el Apéndice D14 de Seber (1984).
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Test de Independencia Hy; : £ = diag(X11, Xp)
Supongamos z ~ N(u, X).
Queremos testear X15 = 0 o equivalentemente Hp; : p1 =0

El test de cociente de maxima verosimilitud para Hp estd basado en
Q|

1= -
7 |Q11] Q22|



Planteo del problema

Criterio de Wilks Inferencia
@0000

Test de Independencia Hy; : £ = diag(X11, Xp)
Supongamos z ~ N(u, X).
Queremos testear X 15 = 0 o equivalentemente Hp; : p1 =0
El test de cociente de maxima verosimilitud para Hp estd basado en

Q|

1= -
7 |Q11] Q22|

Vimos que
D, .2
—nlog(m1) — x5,
donde 1
n=3(d"=(p*+3%) = pa.
La aproximacién mejora si tomamos en lugar de n la correccidn de

Bartlett, m=n— (p+ g + 3)/2, es decir,

D
—mlog(y1) — X12/1 .
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Test de Independencia Hy; : £ = diag(X11, Xp)

Por otra parte,

IQ = =1Q2| Q2] = [Qu| Q2| I, — Q' Q12Q5, Q21|
con lo cual
q
1= lp— Q1_11Q1202_21Q21| = H(l - riz)
=1

donde rj2 son los autovalores de Q12Q5; Q21 Q1



Criterio de Wilks Inferencia

Planteo del problema
00000

Test de Independencia Hy; : £ = diag(X11, Xp)

Por otra parte,

IQ = =1Q2| Q2] = [Qu| Q2| I, — Q' Q12Q5, Q21|
con lo cual
q
1= lp— 01_1101202_21021| = H(l - ri2)
=1

2 -1 -1
donde ri- son los autovalores de Q12Q5; Q21Q77, 0 sea, el
cuadrado de las correlaciones candnicas muestrales.

Es decir, rechazo con nivel « si

q
[Ja-r)<k<<1
j=1

con k = exp (—X?,ha/m) conm=n—(p+q+3)/2
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Test de Independencia Hy; : £ = diag(X11, Xp)

Por otra parte,
- Quof  [U
/ Qu|  [U+H]

donde X115 = X33 — X15¥,, ¥ ;. Ahora bien,

e U=Qu2~W(X112,9.n—1—-p)=W(X11,p,n—1-q)
bajo H01

o H=0Q12Q,' Qo ~ W(Z112,p,q) = W(Z11,p, q) bajo Hor
e H y U son independientes bajo Hp;.

Luego,

m=NANn-1,p,q)
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Test de Independencia Hy; : £ = diag(X11, Xp)

Queremos aplicar el principio de unién intersecién de Roy para

testear Hy : X1 = 0.
X;
z; =
’ < i >

entonces Cov(a'x,b"y) = a"X;,b.

Recordemos que
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Test de Independencia Hy; : £ = diag(X11, Xp)

Queremos aplicar el principio de unién intersecién de Roy para

testear Hy : X1 = 0.
X;
z; =
’ < i >

entonces Cov(a'x,b"y) = a"X;,b. Definamos

Recordemos que

HO,ab . aT212b =0

Luego
Ho1 = NMa=0 Nb2o Ho,ab
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Test de Independencia Hy; : £ = diag(X11, Xp)
Aplicando el principio de unidén interseccidn, se obtiene el criterio
de Roy.

Es decir, el test rechaza si

Omax > Ka-

donde 0.y es la maxima raiz de |H — (U + H)| = 0, o sea, Omax
es el maximo autovalor de Q12Q2_21Q21Q1_11, es decir, rechaza si

I’1>ka
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Determinando la cantidad de correlaciones candnicas

Aunque rechacemos Hp1 : p1 = 0 es posible que p» = 0, por lo
tanto nos interesa testear

Hok+1 : pky1 =0 pk >0
que da la dimensidn de la relacién entre x y y.

e Sip; >0y pr=0larelacién es lineal.
e Sip1 > p2 >0y p3=0Iarelacién es planar.
El ndmero de correlaciones no nulas da el rango de X15

Sip1>--->pk >0y prkr1 =0, las variables candnicas asociadas
a pk+1 se llaman funciones nulas y se usan en economia.
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Determinando la cantidad de correlaciones candnicas
El test de cociente de verosimilitud para

Hok+1:pkr1=0  pe >0

se basa en
q

Vk+1 = H (1- rjz)

Jj=k+1
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Determinando la cantidad de correlaciones candnicas
El test de cociente de verosimilitud para

Hok+1:pke1=0  px>0

se basa en .
Ykl = H (1-r})
Jj=k+1
Ademis,

Ykr1 =Nn—1—k,p—k,q— k)
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Determinando la cantidad de correlaciones candnicas
El test de cociente de verosimilitud para

Hok+1:pkr1=0  pe >0

se basa en :
Ykl = H (1-r})
Jj=k+1
Ademas,

Vky1 =Nn—1—k,p—k,q— k)

Por la aproximacién de Rao

(s+x) (1- “YEH)

T X S m s+ = -FV1,k+1,V2,k+1
m Vk+1
f = n-3/2-(p+q)/2 m=(p—k)(q—k)
—k)(qg—k — k)2(q — k)2 — 4)z
y = _p=kla=k) o p=K)(g—k) —4)

2 ((p— k)2 +(q — k)> —5):
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Determinando la cantidad de correlaciones candnicas
El test de cociente de verosimilitud para

Hok+1: pky1 =0 Pk > 0 se basa en

q
2
=[] =7
Jj=k+1
Si Hp k+1 es cierta,

D
—nlog(yks1) — Xop,,  Vks1=(p— k)(q — k)
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Determinando la cantidad de correlaciones candnicas

El test de cociente de verosimilitud para
Hok+1 : pky1 =0 Pk > 0 se basa en
q

wer= [ @=7)

J=k+1
Si Ho k41 es cierta,

D
—nlog(yks1) — Xop,,  Vks1=(p— k)(q — k)

o Bartlett (1947) sugiere tomar m=n— (p+ g+ 3)/2, y usar la
aproximacién
D, 2
—mlog(Yk+1) — X3, -

e Glynn y Muirhead (1978) sugieren la modificacién
K
p+qg+3 1 D
n—k————+> 5| log(w1) — x2,., -

2 rs
j=1J

b1 = —
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Determinando la cantidad de correlaciones candnicas

Nos interesaba testear

Hok+1:pkr1=0  px >0

que da la dimensién de la relacién entre x y y.

Para determinar k testeamos la secuencia

Ho1, Hoo, . ..

hasta encontrar un test no significativo para digamos Hp, entonces
elegimos k =r — 1.
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Ejemplo

Deseamos saber cuantas correlaciones son significativas

Ho,k+1 Vk+1 F | Vik+1 V2kt1 p — valor
Ho1:p1=0 0.7544 | 11.716 15 1635 | 7.498e — 28
Hoz : p2 =0(p1 > 0) | 0.9614 | 2.944 8 1186 0.002905

Hos : p3 = 0(p2 > 0) | 0.9892 | 2.165 3 594 0.09109
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Ho,k+1 Vk+1 F | Vik+1 V2kt1 p — valor
Ho1:p1=0 0.7544 | 11.716 15 1635 | 7.498e — 28

Hoz : p2 =0(p1 > 0) | 0.9614 | 2.944 8 1186 0.002905
Hos : p3 = 0(p2 > 0) | 0.9892 | 2.165 3 594 0.09109

Aproximacién Asintética

Ho,k+1 liv1 | Vkgr | p— valor
Ho1:p1 =0 167.580 15 | 0.00000000
Ho»:ps=0(pr >0) | 23.162| 8| 0.003163
Hos : ps =0(p2 >0) | 6.004| 3| 0.111401
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Ho1:p1 =0 167.580 15 | 0.00000000
Ho»:ps=0(pr >0) | 23.162| 8| 0.003163
Hos : ps =0(p2 >0) | 6.004| 3| 0.111401
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Porqué el grafico en b) es una nube de puntos sin estructura?
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e Porqué el gréfico en b) es una nube de puntos sin estructura?

En a) cada punto es la correlacién de la variable indicada con los
ejes ui, Us.

En b), las distancias entre puntos del espacio de variables canédnicas
~T~ . . .

(u1,j, ta;) = (G1 X;, &y X;) dan aproximadamente la distancia de

Mahalanobis entre observaciones X;.
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e En a) cada punto es la correlacién de la variable indicada con los
ejes vy, wo.
e En b), las distancias entre puntos del espacio de variables canénicas

AT ~T_ , . .
(vi,i, v2,i)) = (B1Yi, B, ¥i) dan aproximadamente la distancia de
Mahalanobis entre observaciones y;.
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La relacién entre uj y v; decrece con j, como esperdbamos.



Vectores candnicos estandarizados

Espacio x Espacio y
aj & B B
Control -0.8404 -0.4166 Read -0.4508 -0.0496
Concept 0.2479 -0.8379 Write -0.3490  0.4092
Motivation | -0.4327  0.6948 Math -0.2205  0.0398
Science | -0.0488 -0.8266
Sex -0.3150  0.5406

® Para las variables psicoldgicas,

Inferencia

O000e0

e el primer vector candnico esta fuertemente influenciado por Control

(.84)

® u; estd influenciado por Concepto (-.84) and y Motivacién (.69).
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Motivation | -0.4327  0.6948 Math -0.2205  0.0398
Science | -0.0488 -0.8266
Sex -0.3150  0.5406

® Para las variables psicoldgicas,

Inferencia

O000e0

e el primer vector candnico esta fuertemente influenciado por Control

(.84)

® u; estd influenciado por Concepto (-.84) and y Motivacién (.69).

® Para las variables académicas mds sexo,

® v; es un compromiso entre Lectura (.45), Escritura (.35) y Sexo

(.32),

e para v Escritura (.41), Ciencia (-.83) y Sexo (.54) son las variables

dominantes.
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Relacidn con coordenadas discriminantes

Si tenemos k grupos y el vector y € R¥~1 es el indicador de grupo
0 sea,

1 six;jpertenece al grupo j
Yi= it Yik-1)" yij=A{ 0 ' otro Caso

entonces el andlisis de correlacién candnica entre (x;,y;) resulta en
las variables canénicas.
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