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Estadistico U de Rao

Seany ~ N(u,X) con £ >0y W ~ W(X, p, m) independientes
entre si, m > p.

Particionemos a y, i, £ y W de la siguiente forma
1) 1)
(Y _(k
Y ( y® > g ( p®) >
Z:<}:11 212> W:<W11 W12>

25 Xp» Wy Wy

con Y, ul) € R X;; € RPIXPi, Wj; € RP*PI py + pr = p.
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Sean
_ T,
Tg’m =m yTW ly T2 —m y(l) Wllly(].)
Definamos

NR=p"E N2 = p W e

Recordemos que

2
m—p+1T5m 2
Y m " Fp.m—p+1(Ap)
m—p + 1 Ts ,m 2
1 nl7 ~ ‘FP1,m—P1+1()‘p1) .
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Estadistico U de Rao

Usando que

s-1_ ( 251 Xpp >_1 _

2o Xp»

con

X +8"%,48

~X;510

B =YXl € RPXP

es facil ver que

2 2 _ T -1
Ap— A = Ho1 X051 Mo

con

4@ _ gu

) HYRD WP WP XP

Otros Métodos

—-B"E5,

)X

-1
2.1
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Nos interesara testear Hp : )\f, — )\f,l que es equivalente a gy, ; = 0.

Para testear Hy, nos basaremos en

Tp2,m - Tgl,m =m yg,1W2721.1y2.1
donde
Yoi1 = y(z) - By(l) B = W21W1_11 € RP2xPL

Wi = Wap — Wy W 'Wisp

El estadistico U—de Rao se define por

—1
T2 T2
U= 1 + pP1,m 1 4 p,m
m m
Como ) )
Tp,m — prm _ l 1
m + T317m U

. 2 2 . .
Rechazaremos Ho si T ,, — Tp, , s grande o sea si U es chico.
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Teorema 1

Seany ~ N(p,X) con £ >0y W ~ W(X, p, m) independientes
entre si, m > p.

T2 o T2
T221 _ (m B Pl) p,m p1,m
: m + T,%m

a) Bajo Hp : )\123 = )‘/231 que es equivalente a Hp : p15 1 = 0 se tiene

m—-p+1 T2, m—p+1T5m—Thm
= ~ Fp—p1,m—p+1

p—p1 m—p1 p—pr m+Tz

y T2, es independiente de Tgl

El factor m+ T2

p1,m

W11) - 222'1 (1 + Tghm/m)

aparece pues la

®

5

VAR(yz,l y

/ 45
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Teorema 1

b) Si )\,2, #* )\Izjl, la distribucién de T2, condicional a Tgl es un

Hotelling no central, o sea,

m—p+1 7'22.1
p—p1 m—p1lT2

~ P—p1,m—p+1(V)

con

2 2
V:)‘p_)‘m
T

14 P

* m

45



Seleccién de variables Clasificacién noparamétrica Discriminacién logistica Otros Métodos
000000 00000 0000000000000 0000
€00000000000 000

Contribuciéon de componentes a la discriminacién
Sea x € RP tal que

x ~ Np(pq,X) en Py x~ Np(pp, X) en P

Queremos determinar la contribucién de las tltimas componentes
de x para discriminar entre Py y Po».

X — x() x(1) — (x T (2) _ T
- 2) - 17"')Xd) X = (Xd+1,...,Xp)

x(
(1) (1)
. Py _ [ K > _ )X ):12>
M ( N(12) ) K2 ( “gz) ) < Yo Too

50 e
d = M1M2—< b > a—zl(lhliz)—( @
52 o2

B = InXi

8/45
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Contribuciéon de componentes a la discriminacién

® X1i1,...,X1p, independientes xi; ~ Np(py, X)

® X1,...,X2n, independientes xp; ~ Np(pto, X)

Las dos muestras independientes entre si. Sean

ny + np
nynp

ny np
— ni np (2) — ni np (2)
°y= n1+n2d N(‘/nl—i—n 40,X), y n1+n2d

1 _ ni n 1 _ nin _ _ T
o yM = A d) —  JE (%)) —Xo1,...,X1d — X2.4)"

Od:¥1—¥2NN(5, Z)
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Contribucidon de coordenadas a la discriminacion

Definamos
1 n;
S/ = n/—lz(xi‘j Xi)(xij — Xi)" i=1,2
Jj=1
y sea
s:(n1—1)51+(n2—1)52: Q: + Q2 _ U
ni+np—2 ni+ny—2 ni+ny—2

Luego, U ~ W(XZ, p,n — 2) donde n = ny + ny.

Uin Uy
U, Uz

B = U21U1_11 = 52151_11 BT ¢ R(p—d)xd

W = U:< )con U11:U(d)€RdXd

10 /45
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Una medida de alejamiento entre P; y P> es

A,z) =o' (Hy — pp) = §'E1S

Tomando sélo las primeras d coordenadas obtenemos
1 1 _
o A2 =aMT (N(l )~ )) — T 150

o A2=A2+ (5(2) _3 5(1))T ol (5(2) _ 5(1))

El aumento en la distancia por la contribucién de (X441, -, Xp)
estd dado

T
28 (5 o) £33, (5 560 — 53, Exd o

11/45
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Como se estiman
D=a" (x; —%)=d'S"'d
Tomando sélo las primeras d coordenadas obtenemos
e D2=aM" (igl) _ ;gl)) = dW TS (V)

+ D3~ D3 = (d® ~ B )" S}, (a - B )

Recordemos que si n = ny + ny

n—2 pn
ED; = —— [ A
P np3< p+n1n2>

Luego, un estimador insesgado de A/23 — A3 es

1
n—2

(p—d)n
niny

((n—p—3)D; —(n—d—3)D7) —

Otros Métodos

12/45
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Contribucién de coordenadas a la discriminacidn
Queremos estudiar la hipdtesis
Ho: a® =0
Como

@ =531 (5() 55(1)) >l 601

Hy es equivalente a
Hg - 6 = g oW

es decir E (x(2)\(x(1)) es la misma en P; y en Ps.

Lo que significa que (X441, -.,Xp) no da ningtin valor

discriminante adicional una vez que ya consideramos (xi,. .., Xq).

13 /45
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Contribucidon de coordenadas a la discriminacion

Un test para Hy se basa en

14 /45
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Seleccidn de variables

® Xi1,...,X1n independientes x; j ~ Np(p;, X)

Las muestras independientes entre si.

nj

1 &
Q=) (xij—%)(xij—%)" X = p > o xij
1 .
Jj=1

j=1
La suma de cuadrados dentro de grupos es

k n;
Up=Qi++Qu =) (xij— %) (xij —%;)"

i=1 j=1
La suma de cuadrados entre poblaciones es

k
:Z (X —%) (X, —%)" iz%Zniii

=1 i=1
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Seleccidn de variables

Tenemos que

e U, ~W(E,p,n—k)conn=S"K n

e Bajo Hy: poy = ..., g
e H, ~W(X,p,k—1)

e H, es independiente de U.

Sean U, y Hy los estadisticos basados en las primeras d

componentes.

Otros Métodos

16 /45
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Seleccidn de variables

Para testear Hp 4 : ugl) == uil) usdbamos el estadistico de

Wilks

U4l
Ag=——9  _An—1,d k-1
7 Uy + Hy ( )

Un test para la informacién adicional que brinda la (d 4 1)—ésima
componente x441 estd dado por

po_n—k—d( A
T k-1 \ Mg

Luego, podemos elegir la variable que maximiza F4 o
equivalentemente, que minimiza Agy1.

Después de elegida esta variable, el conjunto se reexamina y se
elimina la variable con menor valor de F

17 /45
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Seleccidn de variables

Cuando k = 2, a mayores valores de F corresponden menores
valores de e,., para k > 2 esto no tiene porque ocurrir.

Este criterio, tiende a separar grupos que ya estdn bien separados
mds que a separar aquellos que no estdn bien separados. Por eso,
no se recomienda.

18 /45
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Seleccién de variables
Otra forma consiste en

e Fijemos primero d < p
e Se eligen d variables xg,,...,xs,. Sea Sg = {s1,...,54}
e Construir con xg,, ..., Xs, la regla de clasificacién.

o Calcular el error de convalidacién cruzada e, s, .
e Elegir el subconjunto Sy éptimo en el sentido que minimiza
€cv,Sy-
e Sea e g el valor éptimo.
e Comparar para distintos valores de d el valor e, 4 de modo a
elegir el d 6ptimo.

Problema: Alto costo computacional.

Habbema y Hermans (1977) mostraron que este método
combinado con clasificacién noparamétrica basada en niicleos es
mejor entre varios elegidos por los autores.

Otros Métodos

19 /45
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Recordemos que la regla Bayes clasifica x € P; si x € G; o donde

g,'70 = {XERPZ ngcg(x)<7'r,'f,'(x) Vﬁ#l}
En la mayoria de los casos f; es desconocida y por lo tanto, en base
a una muestra

® X;1,...,Xpn independientes x; ; ~ f;

deberia estimarla en el punto xp a clasificar.

20 /45
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Métodos basados en ntcleos
Sean

® X1,...,Xp iid. x; ~ f, x; € RP
e h="h,>0, h, = 0, nh, —
e Vh(x) = {u e RP: d(x,u) < h} y V1 = V1(0)

e Un estimador ingenuo de f(x) es

#{xji i x € Va(x)} 1 (x:)
nhPX(V1) nhP )\

fa(x) =

21 /45



Seleccién de variables Clasificacién noparamétrica Discriminacién logistica
000000 00e00 0000000000000 0000

000000000000 [e]e]e}

Métodos basados en ntcleos

El estimador de Nadaraya—Watson se define como

9= 20 (457)

con K : RP — R tal que [K(u)du = 1.

Un caso particular, corresponde a tomar

- RN [[xi — x|
fx)=—52 K < P
j=1

=

con K: R — R.

Otros Métodos

22 /45
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Métodos basados en ntcleos

Podriamos tomar como ||x — u|| (o como d(u,x)) la norma (o
distancia) de Mahalanobis, o sea,

d(x,u) =[x —ul* = (x —u)"'STH(x — u)

Eligiendo
1 u?
K(u) = ex - —
)= p( 2)
resulta
ACIELE o (- g0 xS 1o = x0))
X Xp| — X Xo Xi — Xp
nhP\S\i = 2h?

23 /45
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Métodos basados en nticleos
Basados en x;1,...,X;  independientes x; ; ~ f;, consideremos

S5

Clasifico xg € P; si

T fl'm;(xo) = 12€agxk Ty an(xo)

. . ~ k
Si m; son desconocidos tomamos 7; = nj/n con n =), n;,
resultando en:

Clasifico xg € P; si

nhpZ’C< )1</<k nhpZ C( )

24/45
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Métodos basados en m—vecinos mds cercanos
e Definamos una distancia entre puntos d(x, x; j), por ejemplo la
distancia de Mahalanobis d(x,x; ;) = (x — x;;)TS; ! (x — x; )
e Calculemos la distancia del punto xq a clasificar a todos los
puntos X; 1,...,X;n, 1 <1 < k.

d,'j = d(Xo, X,'J)

e Ordenemos las distancias de menor a mayor, dV), ... d("y
sea D = d(M |a distancia de Xp a su m—ésimo vecino mas
cercano.

e Sea M; = #{x;j : d(xo,%;j) < D}, o sea la cantidad de
puntos de la muestra i que estd entre los m mas préximos.

O
in\X) = ——~7~
! ﬁ,‘Dp/\(Vl)
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Métodos basados en m—vecinos mas cercanos
Clasifico xg € P; si

o~

i fl'mf(xo) = max 7y ?@,"e (XO)

1<e<k

Mi; M
Tj— = MmaX Ty —
n; 1<t<k ny

Clasifico xg € P; si

. . ~ k
Si 7; son desconocidos tomamos 7; = n;j/n con n =, n;,
resultando en:

- ) M;
Clasifico xg € P; si — = max —

O sea, clasifico el punto xg en la poblacién con mayor frecuencia

de puntos entre los m mas cercanos.
26 /45
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Métodos basados en m—vecinos mas cercanos

En particular, si m = 1, corresponde a asigna xq al grupo al que
pertenece la observaciéon mds cercana.

Cémo elegir m?

e m = ,/n; con n; un tamafio del grupo promedio

e Probar con distintos m, obtener e.,(m) y elegir el valor de m
que minimiza eq,(m).

27 /45
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Discriminacién logistica
f
log 1(x)
f2(x)
Supongamos que ¢;; = 1 si i # j entonces |a regla Bayes clasifica
x € Py si x € G1 o donde

Gio ={xeRP: log <2§:;> > log <Z—i)}

={xeRP: ﬁo+ﬁTx>|og<%>}
1
= {xeRP: Boo+pB'x>0}

— A,))QJr,BIX

donde
1

Bo,o = Bo + log <7T—>

2

28 /45
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Discriminacién logistica

La probabilidad a posteriori es

m1f1(x0) exp(ao + B xo)
(%) ( x = xo) m1f(xo) + mah(xo)  explag + B xg) + 1

Como g2(x) = 1 — g1(x) se obtiene

qi(x)
log ()

que se llama el modelo de posterior odds (Cox, 1966)

= Bo,o + B"x

29 /45
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Discriminacién logistica
Ventaja de discriminacién logistica

e Solo necesitamos estimar d + 1 pardmetros.
 No requiere la especificacién de x|G = j ~ f;

e La familia de modelos que incluye es amplia:
e Normal multivariada con ¥; =¥, = X,

Bo = —%aT(ul tpy) B=oa=X'(u —p)

e variables dicotémicas independientes,
e distribuciones multivariadas discretas que siguen un modelo
log—lineal, etc.

30/45
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Discriminacién logistica

La estimacién de 3 = a = X7 Y(; — p,) mediante el modelo
logistico no es eficiente en el caso normal ya que en lugar de
estimar los d(d + 1)/2 términos de X y los 2d elementos de py y

o con el modelo logistico estimamos solamente d + 1 pardmetros.

Por esta razén en caso de normalidad se obtiene un mejor
procedimiento con la regla de Fisher, lo que ocurre es que como

f.c(x. 8) = f(g[x)fk(x)

perdemos informacién al considerar solamente la distribuciéon
condicional f(g|x) que como veremos es lo que hace el modelo
logistico en lugar de la conjunta que es lo que haciamos en el caso
que vimos antes para la distribucién normal.
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Discriminacién logistica
Podemos pensar en el siguiente modelo:

Sea y =1 si el individuo pertenece al grupo 2 y y = 0 si pertenece
al grupo 1.

Supongamos que y;|x; ~ Bi(1,p;), 1 < i < n donde
pi = P(yi = 1|x;)

El modelo logistico modela la probabilidad de éxito a través de la
funcién de distribucién logistica como

= plx;) = :
Pi = p\Xi) = l—l—eXp(—,Bo—ﬁTX,')

acién noparamétrica Discriminacién logistica Otros Métodos

32/45
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Discriminacién logistica

Como

1
T Itexp (Bo + B7x;)

1—pi

resulta que

1

g = log <1 il > = fBo+B"x;

La variable gj representa en escala logaritmica la diferencia de las
probabilidades de pertenecer a la poblacién 1y 2.

d
0 = % = exp(Bo) HEXP(IBj)Xi’j
1 _]:1

Luego, exp(o) y exp(/3;) indican cuanto se modifican los
probabilidades por unidad de cambio en las variables x;.

33/45
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Discriminacién logistica

Por otra parte, si pj = 1/2, el valor

Otros Métodos

representa el valor de la variable x; que hace igualmente probable

que la observacion i cuyas restantes variables son Xx; 5, ..

pertenezca a Py o P».

34 /45
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Estimacion MV

L(Bo, B Hp,’ —p)t

Luego,

log(L(Bo, B)) = Zy, log < ) + Z log(1 — pj)

= Zy,- log (pi) + (1 — yi) log(1 — pi)
i—1

35/45
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Estimacion MV

e D(5o, ) = —2log(L(Bo,3)) se llama la desviacién del
modelo y

o di = —2{yilog(pi) + (1 — yi)log(1l — p;)} se llama la
desviacién del dato i y mide el ajuste del modelo al dato
(yf7 X,')

e Siy; =1, la observacién pertenece a Py, y di = —2log (pi),
por lo que la observacién tendrd una desviacién o deviance
grande si la probabilidad de pertenecer a P, es pequeiia, o sea,
cuando una observacién esta mal explicada por el modelo.

e Si y; =0, la observacién pertenece a Py, y
di = —2log (1 — p;), por lo que la observacién tendrd una
desviacién o deviance grande si p; es grande, o sea, el modelo
ajusta mal ese dato.

36 /45
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Estimacion MV

((Bo, B) = log(L(B0,B)) = D yi[Bo+B"xi] + > _log(1l—p))

i=1 i=1

Como 9 5
Pi Pi

= pi(1—pi = xipi(1 — pi

950 pi(1 — pi) 98 pi(1 — pi)

Obtenemos que

or . 1
So(Bo, B) = B iz_;yi C1texp (B0 — B™xi)

ol 4 1
S(6o,B) = B = ;X; (yi_1+exp(—ﬂo—ﬂTX;)>

étodos

37/45
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Estimacion MV

Para encontrar el EMV necesitamos resolver So(5p,3) =0y
S(Bo,3) = 0y se puede utilizar Newton—Raphson.

< 1
0 = iz_;yi_l—l—exp(—,é’o—,@Tx,-)

u 1
0 = ’Z:;xi (yi_l—i—exp(—,@o—ﬂTxi))

Luego,
n n
yi = =) Vi
;I Zl+exp 50—ﬂ xi) = '
n n
X;:V;: — — A.x.
; % z; e ﬁo ~ ) i:1y, j

38/45
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Ejemplo

Dos variedades de Mosquitos depredadores Amerohelea Fasciata
(Af) y A. pseudofasciata (Apf). Como son parecidas se los intenta
clasificar usando caracteristicas de f"”acil medicién. Se usé el largo
de la antena y el largo del ala en mm.

Especie | Af Af Af Af Af Af Af Af Af
Antena | 1.38 140 124 136 138 148 154 138 156
Ala 164 170 172 174 182 182 182 190 2.08
Especie | Apf Apf  Apf  Apf Apf Apf
Antena | 1.14 120 118 130 1.26 1.28
Ala 178 186 196 196 2.00 2.00
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Ejemplo

Se considerd como variable

x = Largo del Ala — Largo de la Antena

Al hacer el ajuste el R devuelve
Mensajes de aviso perdidos

glm.fit: fitted probabilities numerically 0 or 1 occurred

Qué ocurre?

40 /45
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Ejemplo

o
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Ejemplo

Existe c tal que y; =0 para x; < cy y; = 1 para x; > c, en este
caso

L(Bo.B) =[] (1 —p)" = T[] @=p) [] pi
i=1

irxj<c irxj>c
Si no hubiera restricciones sobre p;, el mdximo se obtendria
tomando

e pi=0para xi<cy

e pi=1para x; > c

y valdria 1.

42 /45
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Ejemplo

Podemos lograracercarnos a ese valor haciendo  — oo y tomando
Bo = —cf3, ya que

exp [B(xi — ¢)]

li i =
a_}@)ﬁr?:_cﬁ P:(ﬂOa ﬁ) 5I_>moo 1+ exp [ﬁ(Xi - C)]
_ 0 sixi<c
- 1 sixi>c

Este problema es llamado separacién perfecta. Los datos de las
poblaciones P; y P yacen a un lado y al otro de un hiperplano.

Para que converja el EMV es necesario que haya superposicion de
puntos.
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Clasificacién noparamétrica

Discriminacién logistica
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Otros Métodos
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Otros Métodos

e Arboles de clasificacién

e Redes Neuronales

e Mdquinas del vector soporte
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