Aritmética de Curvas Elipticas
2do. Cuatrimestre 2006
Guia 2 - Curvas elipticas sobre C

(1) (a) Sea L = Z + Zi (los enteros de Gauss). Probar que gs(L) = 0 pero
92(L) es un nimero real no nulo.

(b) Sea L = Z + Zw donde w es una raiz ctibica primitiva de la unidad
(en particular L C Qv/—3]). Probar que ga(L) = 0 pero g3(L) es un
numero real no nulo.

(c) Probar que si ¢ € R* (i.e. es no nulo) entonces Gy(cL) = ¢ *Gy(L)
(esto explica la indexacién de las funciones Gy).

(d) De los puntos anteriores probar que las curvas elipticas y? = 4z3 —
gox — g3 con go = 0 6 g3 = 0 tienen un reticulo L asociado tales que
9i(L) = gi-

(2) Dado L C C un reticulo definimos

A(L) = g2(L)* = 27g5(L)*  j(L) = 17285(L)*/ A(L)

(a) Probar que si a € C* entonces A(aL) = a 12A(L) y que j(al) =
(L)

(b) Probar que j(L1) = j(L2) siy sélo si existe a € C* tal que Ly = Lo.

(c) Probar que j(Z + Zi) = 1728 y j(Z + Ze*™/3) = 0.

(3) Sea E/C una curva eliptica que corresponde con un reticulo L C C.

(a) Probar que E se puede definir sobre R (i.e. existe un cambio de vari-
ables tal que la ecuacién de E queda con coeficientes reales o equivalen-
temente j(E) € R) si y sélo si existe a € C* tal que aL queda estable
por conjugacién (i.e. ol = al). (Hint: probar que j(L) = j(L) y
utilizar el ejercicio anterior).

(b) Supongamos que E se puede definir sobre R y elegimos L tal que
L = L. Probar que se puede elegir una base de L tal que L = Zw+ Z7
donde w € Ry R(r) =06 R(r) = &. Ademds probar que R(7) =0
siy sblo si E[2] C R (i.e. el polinomio ctbico tiene tres raices reales).
Hint: para la segunda parte considerar el desarrollo de Laurent de P.

(c) Probar que los puntos reales de una curva eliptica definida sobre R
son isomorfos a R/Z X Z /27 6 R/Z dependiendo si E[2] C R 0 no
(respectivamente).

(4) Dado un reticulo L, considerar la funcién eliptica par PY(z) y escribirla
como un polinomio en P (2) de dos maneras:
e Comparando los desarrollos de Laurent.
e Derivando la igualdad P} (2)? = 4PL(2)® — g2PL(2) — g3.
(5) (a) Probar que Gs = £Gj.

(b) Demostrar por induccién que todos los Gy se pueden escribir como

polinomios en G4 y G con coeficientes racionales, i.e. G, € Q[G4, Gs].
(6) Sea w; =it cont € R>g y wy = m. Si definimos la funcién zeta de Riemann
para s € C con R(s) > 1 como



probar que cuando t tiende a infinito Gy (it,7) (i.e. G} evaluado en el
N =" (4="1"
= %6:5*= 90

reticulo Zit + Zm) tiende a 27~ % (k). Asumiendo que ((2)
y ¢(6) = % calcular ¢(8). Deducir que 7 *((k) € Q para todo k positivo
y par.



