Enumeraciéon

1. Funciones generatrices.

Los siguientes ejemplos muestran la utilidad de las funciones generatrices para contar. Mas
adelante, en la secciéon 5. veremos su aplicacion en las relaciones de recurrencia.

Ejemplo 1. Supongamos que queremos determinar de cuantas maneras se pueden dis-
tribuir 4 bolillas indistinguibles en 3 cajas distintas, a, b, ¢, con la condicién de que en la
caja a haya al menos 2 bolillas.

Las 6 soluciones de este problema pueden expresarse en la forma:

aabb

aacc

—~

dos bolillas en la caja a y dos en la caja b)

—~

dos bolillas en la caja a y dos en la caja c)
aabc

—~

dos bolillas en la caja a, una en la b y una en la c)

—~

aaab (tres bolillas en la caja a y una en la b)

—~

aaac (tres bolillas en la caja a y una en la ¢)

aaaq

—~

cuatro bolillas en la caja a)

Como sabemos, esto es lo mismo que determinar la cantidad de soluciones enteras no
negativas eq, eq, eg de la ecuaciéon e; + es + ez = 4 tales que e; > 2.

Si consideramos la igualdad

(a:2+a:3+3:4+---).(3:0+331+3:2+---).(a:0+3:1+a:2+---):chxk
k>0

aplicando la propiedad distributiva vemos que el coeficiente de z* en el miembro izquierdo
es igual a la cantidad de productos x¢'x®2z° tales que e; + ey +e3 =k y e; > 2. Luego,
cr, es igual a la cantidad de soluciones de e; + e5 + e3 = k tales que e; > 2. Por lo tanto,
la solucién a nuestro problema es cy4.

entonces

Calculemos ahora c4. Para ello, observemos que como ij =
Jj20
@242+t + ).+t + 22+ ) (@t P+ ) =
2

- Ofixﬁ —2 (-0 =2 Y <_j‘°’> (—a)i =

J=0

:Z<3+§—1>$j+zzz<3+(1]z:§)—1)$k

§>0 k>2

— X

ya que

(—3) _ (=34 (3G —1) (_l)j.3.4...(3.+j— ) _ (_lj).<3+y:— 1)
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342-1\

(**57) =6.

3+(k—2)—-1
k—2

de donde ¢4 =
Fn general, hay ¢, = ( ) maneras de distribuir k bolillas indistinguibles en 3 cajas

distintas, con la condicién de que la primera caja contenga al menos dos bolillas.

Definicién: Dada una sucesién (Ck)kzo de numeros reales, la serie de potencias Z cpxk
k>0

se llama la funcidn generatriz de la sucesion (cx).

Ejemplo 2. Supongamos que queremos determinar de cudntas maneras se pueden dis-

tribuir 4 bolillas numeradas en 3 cajas numeradas, con la condicion de que en la primera

caja haya al menos 2 bolillas. Observemos que esto es lo mismo que contar cuantas fun-

ciones f : {1,2,3,4} — {a, b, ¢} hay que satisfagan que f(z) = a para al menos dos valores

de z. Escribiendo abba para indicar la funcién que satisface f(1) =a, f(2) =0, f(3)=by

f(4) = a, abac para indicar la funcién que satisface f(1) =a, f(2) =0b, f(3) =ay f(4) = ¢,

etc., resulta que todas las soluciones de este problema son:

aabb y todas sus permutaciones (esto cuenta todas las soluciones en las que hay dos bolillas

en la caja a y dos en la caja b)

aacc y todas sus permutaciones (esto cuenta todas las soluciones en las que hay dos bolillas

en la caja a y dos en la caja c)

aabc y todas sus permutaciones (soluciones con dos bolillas en la caja a, una en la b y una

en la c)

aaab y todas sus permutaciones (soluciones con tres bolillas en la caja a y una en la b)

aaac y todas sus permutaciones (soluciones con tres bolillas en la caja a y una en la c)

aaaa y todas sus permutaciones (soluciones con cuatro bolillas en la caja a)

Luego, la cantidad de soluciones es

4! 4! 4! 4! 4! 4!
o121 T am1 a3 Tam T
Si consideramos ahora la igualdad
22 23 2t 20 2t 2? 20 2t 2? P
(g—F?—FE—F)(a—FF—Fg—F)(W—FF—F?—F):ZCkF

aplicando la propiedad distributiva vemos que el coeficiente de z* en el miembro izquierdo

es igual a
1 1 1 1 1 1
o1 " amar oy s T am T a
Luego,
4 1 1 1 1 1 1
= + + + + + —

407 2120 T o2120 Tooniat o3t o3 4l
de donde resulta que ¢4 es la solucién del problema:
4! 4! 4! 4! 4! 4] < 1 1 1 1 1 1)
=y

Y ! L a e 1
o o Tomm Tam T e TP \ e T o o Tam Tam T
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ok
Veamos ahora cémo calcular c4. Para ello observemos que e* = Z R de donde
k>0
z2 23 2t 20 2t 22 20 at 22 B
(E+3+I+ )(ﬁ+f+ﬂ+”')'(ﬁ+ﬂ+§+"')_
= (¥ —1—1z).ee® = (e — 1 —1).e2* = &% — ? — g.e* =
k k k k k k41
_ BT kL BT BT kL BT _
=2 g X e Y =) g - P ) =
k>0 k>0 k>0 k>0 k>0 k>0
ok ok k1
=) 3R ) ok N k12— =
PIEETIRDILE TR BILER &+ 1)1
k>0 k>0 k>0
k k
_ kT kx 12 kE_ ok k—1\ %
_Z3H 22 - k2 -_Z(?, —2F - k2N
k>0 k>0 k>0 k>0

de donde resulta que ¢4 = 3* — 2% —4.2471 =33
En general, hay ¢, = 3% — 2% — k.25~ maneras de distribuir k bolillas numeradas en 3
cajas distintas, con la condiciéon de que la primera caja contenga al menos dos bolillas.

k
e o . , . x
Definicién: Dada una sucesién (ci)i>0 de nimeros reales, la serie E ckﬁ se llama la

k>0
funcion generatriz exponencial de la sucesion (cy).

Ejemplo 3. Supongamos que queremos determinar de cudntas maneras se pueden dis-
tribuir k£ bolillas indistinguibles en n cajas numeradas, con la condicién de que en cada
caja haya a lo sumo una bolilla. Observemos que esto es lo mismo que determinar cuantas
soluciones enteras e, es, ..., e, tiene la ecuacién e; + e + --- + e, = k que satisfagan
0 <e; <1 para todo 7. Si ahora consideremos la igualdad

(1+z)" =) <7>xﬂ'
j=0 \J
es decir, la igualdad

n

Sxo + b)) (2 + 2. (2 + 3:1)/ = cha:j
=0

~
n factores

donde ¢; = (’;), resulta que el coeficiente de z* en el miembro izquierdo es igual a la
cantidad de productos xz€'x¢ ...x°" tales que e; +ex+---+e, = ky0<e <1 para
todo 2. Luego, la cantidad de soluciones de e; +¢eo+---+e, = k tales que 0 < e; < 1 para
todo i es igual a ¢ = (7).

Ejemplo 4. Supongamos que queremos determinar de cudntas maneras se pueden dis-
tribuir £ bolillas indistinguibles en n cajas numeradas. Observemos que esto es igual que
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determinar cuantas soluciones enteras ey, es, .. ., e, tiene la ecuacién e; +es+---+e, = k.
Si ahora consideremos la igualdad

(I+z+a®+-)" =) cjal
720

es decir, la igualdad

-

n
($0—|—$1—|—$2+---).($0—|—$1+$2+---)...($0+$1—|—$2—|—---)J:ZCj$j
§=0

n factores

resulta que el coeficiente de z* en el miembro izquierdo es igual a la cantidad de productos
xx® ...z tales que ey + ey + -+ e, = k. Luego, la cantidad de soluciones de la
ecuacion ey +eg + -+ -+ e, = k es igual a c¢y.

Ahora calculemos ¢;. Como

(1+x+x2+---)":< L )n:(l—az)‘"z

1—x
N j -1\ .
-y (Pew=x (")
j>o0 N = j
pues
(—n) _(n)(n—1)(=n—-2)...(-n—-(—1) _
J !
= (_1)j-n(n+ 1)(n+2?...(n+j —1) _ 1y <n+] _ 1)
J! j
Luego, ¢ = (n+llz—1), de donde la cantidad de maneras en se pueden distribuir k& bolillas

indistinguibles en n cajas numeradas es igual a ("+Z_1).

Ejemplo 5. Supongamos que queremos determinar de cudntas maneras se pueden dis-

tribuir £ bolillas numeradas en n cajas distintas. En este caso el problema se puede resol-

A A 0 1 2 n x) A
verse viendo que si (f)—' +5H+ 5+ ) = E cjﬁ entonces la cantidad de maneras de

320
distribuir las bolillas es ¢, y usando que

N " n 7
_ _ _ _ — — J__
<0!+1!+2!+3!+ >_e = =

Luego, la cantidad de maneras en que se pueden distribuir £ bolillas numeradas en n cajas

distintas es n*.

Ejemplo 6. Supongamos que queremos determinar de cudntas maneras se pueden dis-
tribuir n bolillas indistinguibles en k cajas numeradas, con la condiciéon de que en cada
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caja haya por lo menos una bolilla. Ahora el problema se puede resolverse viendo que es
equivalente a calcular el coeficiente de ™ de (z + 22 + 2% + ---)F y usando que

(x+:v2+a:3+---)k:< x )kzxk.(l—x)_kzxkz<k+§_1>xj:

- >0
_ kg =1\ ik _ TN TN i
_Z< ; )xﬂ _Z Pk x]_z L 2
Jj=>0 i>k §>k

resulta que la respuesta es (Z:i)

Ejemplo 7. Supongamos que queremos determinar de cuantas maneras se pueden dis-
tribuir n bolillas numeradas en k cajas distintas, con la condiciéon de que en cada caja
haya por lo menos una bolilla. Esto es lo mismo que determinar cuantas funciones de un
conjunto de n elementos en un conjunto de k elementos hay que sean suryectivas. Lla-
maremos a este nimero F(n, k) y en la seccién 2. volveremos a calcularlo de otra manera.

. 2 3 k x)
Observando que si (% + 55+ 5+ ) = chﬁ entonces F(n,k) = ¢, y que
Jj=>0

=\

resulta que

Pk =y (5) i

=0

Ejemplo 8. Supongamos que queremos determinar de cuantas maneras podemos dis-
tribuir n bolillas numeradas en k cajas indistinguibles con la condicién de que ninguna
caja quede vacia. Si llamamos a este ntimero S(n, k), se tiene entonces que la cantidad de
maneras en que pueden distribuirse n bolillas numeradas en £k cajas distintas de manera
que ninguna caja quede vacia es S(n, k).k! (notar que aqui estamos usando el hecho de que
ninguna caja estd vacia). Luego, F(n, k) = S(n, k).k!, de donde resulta que

k
S(n, k) = %F(n, k) = %Z <§> (—1)k=djm

En la seccion 3. veremos estos nimeros con mas detalle.
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Ejemplo 9. La cantidad de maneras en que se pueden distribuir n bolillas indistinguibles
en k cajas iguales sin que ninguna caja quede vacia es igual a la cantidad de maneras en que
se puede descomponer al niimero natural n como suma de k enteros positivos (considerando
iguales dos descomposiciones que difieren sélo en el orden de los sumandos). Por ejemplo,
la cantidad de maneras en que se pueden distribuir 8 bolillas indistinguibles en 4 cajas
iguales es igual a la cantidad de maneras en que se puede descomponer a 8 como suma de
4 sumandos positivos. En este caso hay 5 maneras:

8=5+1+1+1, 8=4+2+1+1, 8=3+3+1+1, 8=3+2+2+1, 8=2+2+2+2

Llamaremos p(n, k) a este nimero y lo calcularemos més adelante.

Ejemplo 10. Si extraemos k bolillas de una bolsa que contiene 3 bolillas azules, 3 verdes,
3 rojas y 3 negras, jcuantos posibles resultados hay? Observemos que esto es lo mismo que
determinar el nimero de soluciones enteras e, es, €3, €4 de la ecuaciéon e; +ex+eg+e4 =k
que satisfacen 0 < e; < 3 para todo i, que es igual al coeficiente de z* de (1 +z+ 22+ 23)%.

Luego, si (1 4+ z + 22 + 2°)* = Z ez resulta que la cantidad de resultados posibles es
k>0
igual a cg. Calculemos ahora cy.

—_
[ ]
SN
~_
'y
Il
—~
—_
|
=
N
S
N
—_
| | =
s
~_
'y
Il

(1+$+x2+$3)4:<

1
(E0 ) (5007))-

(e ) (2 ( ) -
-y S () (e

A\ (4+k—45 -1
Luego, ¢, = Z(—l)] <J> ( + L 4; ), donde la suma se extiende desde j = 0 hasta
J

o k
el minimo entre 4 y la parte entera de 7.
Ejemplo 11. Si arrojamos un dado n veces, jcudl es la probabilidad de que la suma de

los niimeros obtenidos en cada tirada sea k (n < k < 6n)?
Si consideramos la igualdad

(x+a:2+---+x6)":cha:j
320
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resulta que la probabilidad buscada es g&. Como

2 6\n n 1 —2f "
(x+z"+ - +2°)" =2 =

(1)

= "1 -2 (1—2)™" = xng (’Z) (—2%) 2;0 (” +§ - 1>xa’ _
_ Z zn: (?) (_1)2'(";1: 1>xn+j+6i

§>0 i=0

Luego

=2 (e () -2 (e ()

i i

donde la suma se extiende desde ¢ = 0 haste la parte entera de ’“_T".

Ejemplo 12. ;De cuintas maneras se pueden formar 100 centavos usando monedas de 5,
10 y 25 centavos?

Este problema es equivalente a encontrar la cantidad de soluciones enteras no negativas
e1, ea, ez de la ecuacion 5eq + 10eq + 25e3 = 100, es decir, hallar la cantidad de soluciones

enteras no negativas ey, es, ez de la ecuacién eq + 2es + Sez = 20, lo que es equivalente a
hallar el coeficiente de 229 en el desarrollo en serie de

1 1 1
2 2 4 5 10 _
(Itata®+ ). (o +at+). (14’ + 0104 ) =

11
—z 1—x2

Calculemos primero

(N NN WA TR SR N O
l—x1-22 4\(1-22 1-2 1+z/)

20-2)?+(1-z) ' +(1+2)"") =

23 (L+j)2l +> 2+ (~1)ad | =

320 320 320

I =

= [ D B+2j+ (—1)7]a7
320
Luego, como
1

1—a° :me

i>0
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ahora debemos calcular el coeficiente de 220 de

i. S B+2j+ (=127 | | Y ™

§>0 i>0

que es igual a

4 4
1 o1 ,
1 » "3+ 2(20 — 5i) + (—1)*07% = 1 » " 3+42(20 — 5i) + (—1)" =29

2. El principio de inclusion y exclusion.

Supongamos que queremos hallar la cantidad de maneras en que se pueden distribuir 17
bolillas numeradas en tres cajas numeradas con la condicién de que ninguna caja quede
vacia. Sea () el conjunto de todas las posibles distribuciones de las bolillas en las cajas
(sin condiciones) y, para cada ¢ entre 1 y 3, sea A; el conjunto de todas las distribuciones
tales que la caja ¢ queda vacia. Luego, las distribuciones que queremos contar son las que
pertenecen a 2 — (A; U Ax U A3) ya que Ay U A U Az son las distribuciones en las que
alguna caja queda vacfa. Por lo tanto, la solucién del problema es |2 — (41 U Ay U Ag) |.
Veamos cémo calcular este nimero. Usando un diagrama de Venn vemos que

|Q—(A1UAUA3) | = |2 |—| A1 |—|A2 |—|As |+]|A1NA2 [+|A1NA3 |[+] AN Az |—|A1NAN A3 |

En nuestro caso, |Q| = 317, |4;| =217, |A,NA;| = 1paratodoi# jy|A1NA2NAz| =0.
Luego, la solucién del problema es

Q- (AU AU A3) | =37 —3.217 4+ 3
Observemos que si quisiéramos resolver el mismo problema para n cajas necesitariamos
calcular [ — (A; UAU---UA,)|.

Notacién: Sea 2 un conjunto finito y sean Aq, Ag, ..., A, subconjuntos de 2.
Escribiremos A} para denotar el complemento de A; respecto de €2 (es decir, A, = Q— A;),
A;A; para denotar A; N A; y A; + A; para denotar A; U A;.

Con esta notacién, si Ay, A2, Az son subconjuntos de € entonces | — A1 | = [Q] — |A1],
Q= (A1 + A2) [ = [Q] — |Ar | = [A2 [+ [A1 42| y
2= (A1 + Ay + A3) | = Q] = [Ar [ = [A2 | = [A3 |+ | A1 A2 [+ A1 A5 [+ [A243 | - [A1 4245 |

El siguiente teorema es una generalizaciéon de esto. No daremos ahora la demostracién ya
que este teorema es un caso particular del teorema de Jordan que demostraremos en la
seccion 4.
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Teorema: (principio de inclusién y exclusion) Sea €2 un conjunto finito y sean Aq,..., A,
subconjuntos de €. Entonces

Q- (A1 + A+ -+ A,) [ =12 =S1+S2—S3+---+(-1)" S,

donde S; = Z |Ai1Ai2....Ai]. | v la suma se extiende sobre todos los posibles i1,iz...,1;
tales que i; < ip < ... < ;.

Notemos que .S; tiene (7;) sumandos.

Observacién: Q — (A; + As + -+ -+ A,) es el conjunto de todos aquellos elementos de §2
que no pertenecen a ninguno de los A;, es decir, @ — (A1 + Ay +--- + A4,,) = A} AL A]

Ejemplo: ;Cuantas soluciones enteras x1, xs, ..., xg tiene la ecuacion
.I'1+.TJ2—|——|—!136:20

que satisfagan 0 < z; < 8 para todo 7?

Notemos que este problema es equivalente a determinar de cuantas maneras pueden dis-
tribuirse 20 bolillas indistinguibles en 6 cajas numeradas con la condiciéon de que en cada
caja haya a lo sumo 8 bolillas.

Sea () el conjunto de todas las soluciones no negativas de x1+x2+- - -+x4 = 20 y, para cada

1 entre 1 y 6, sea A; el conjunto de todas las soluciones que satisfacen z; > 9. Entonces,

_ [20+6-1
Q)= ("%

en 6 cajas), |4; | = (

) (cantidad de maneras en que pueden distribuirse 20 bolillas indistinguibles
20—9+6—1
20—9
indistinguibles en 6 cajas con la condicién de que en la caja i haya por lo menos 9 bolillas),

) (cantidad de maneras en que pueden distribuirse 20 bolillas

|A;A; | = (20_28&1“;2_1) para todo i < j (cantidad de maneras en que pueden distribuirse
20 bolillas indistinguibles en 6 cajas con la condiciéon de que en cada una de las cajas ¢ y

J haya por lo menos 9 bolillas) y, dados i1 < iz < ... <, con k >3, |4;,....A;, | = 0.

Por lo tanto, S; = (?) (QO_ngg_l), Sy = (g) (20—2(1]§4ig—1) y Sk = 0 para todo k > 3. Luego
la cantidad de soluciones enteras de x1 +x9 + - - -+ xg = 20 que satisfacen 0 < z; < 8 para

todo 7 es

Q— (A1 +As+---4+ A) | = Q| =51+ 52 =

_(20+6-1\ (6) (20-9+6—1 N 6\ /20—18+6—1
- 20 1 20— 9 2 20 — 18

Interpretacion en teoria de probabilidades. Consideremos un experimento aleatorio
y sea €2 el conjunto de posibles resultados, que suponemos igualmente probables. Llamemos
evento a cualquier subconjunto A de  y definamos, para el evento A, la probabilidad de
que A ocurra en la forma P(A) = ol
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Dados eventos Aj, ..., A,, la probabilidad de que ninguno de los A; ocurra es

P(AJAS .. A)=P(Q— (A1 + As+ -+ A,) =
Q= (Ar+ A+ + Ay

2]
2] =851+8 -S54+ (=1)" S _
2]
S1 Sa Ss Sn
___|____+...+(_1)”_
Qe 2]
Observacion: Notemos que
S; |Ai, Aiy . Ay |
— = = P(A; A;,....A;.
|Q| Z |Q| Z ( 1 2 J)

Luego, si los eventos A; son independientes, se tiene que
P(A; Ay .. Asy) = P(Ai)).P(Ai,) ... P(Ay))

y por lo tanto en este caso podemos calcular la probabilidad de que ninguno de los A;
ocurra conociendo P(A;) para cada i.

Ejemplo: Derangements (méximo desorden).

Al llegar a una reunion, n caballeros dejan sus paraguas a la entrada y, al salir, los retiran
al azar. ;Cudl es la probabilidad de que ninguno se lleve su propio paraguas?

Definamos A; =“el caballero 7 se lleva su propio paraguas”. El conjunto €2 de posibles re-
sultados de este experimento se puede representar como el conjunto de todas las permuta-
ciones 7 de los nimeros 1,2, ...,n y las permutaciones correspondientes a que A; ocurra
como las que satisfacen 7 (i) = i. Luego, |Q2| = n!y |A;| = (n — 1)!. De esta manera,
dados 7; < iy < ... <14, el evento AilAiQ....Ai]. esta representado por las permutaciones 7
tales que 7(i1) = i, (i2) = i2,...,7(i;) = i;. Luego, [A; Aj,....A;; | = (n — j)!, de donde

S; = Z |Ai, Aiyo Ay | = (00— )N <n> pues S; tiene (?) sumandos.
J
Entonces,
s =h() 1
12 | n! J!

y por lo tanto la probabilidad de que ningtin caballero se lleve su propio paraguas es

1 1 1 1

Es interesante observar que esto es aproximadamente igual al niimero %

10
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Este problema también puede interpretarse de la siguiente manera:

Consideremos todas las permutaciones 7 de los ntiimeros 1,2, ...,n. Si 7(i) # i para todo
i decimos que 7 es un derangement (desorden). Entonces la cantidad de derangements D,,
esta dada por

11 1 .

Veamos ahora otras aplicaciones del principio de inclusién y exclusion.

Funciones suryectivas. Sea X un conjunto de n elementos y sea Y un conjunto de
k elementos. Queremos determinar cudntas funciones f : X — Y hay que satisfagan
f(X) =Y, es decir, cudntas funciones suryectivas hay de X en Y. Este problema puede
interpretarse de la siguiente manera:

Supongamos que tenemos n bolillas numeradas y k cajas numeradas y queremos determinar
de cuantas maneras se pueden distribuir las bolillas en las cajas con la condicién de que
ninguna caja quede vacia. Notando que las distribuciones de las bolillas en las cajas
pueden interpretarse como las funciones de un conjunto de n elementos en un conjunto de
k elementos (f : {z1,...,2n} — {y1,...,yx}, f(x;) = y; si la bolilla ¢ fue asignada a la
caja j) y que con esta interpretacién decir que ninguna caja estd vacia se traduce en decir
que la funcién es suryectiva, resulta que la cantidad de funciones suryectivas de X en Y
es igual a la cantidad de maneras en que se pueden distribuir las n bolillas en las k cajas
con la condicién de que ninguna caja quede vacia. Recordemos que habiamos denotado a
este nimero por F(n,k) (ver ejemplo 7 de la seccién 1). Veamos ahora otra manera de
calcularlo aplicando el principio de inclusién y exclusion.

Sea Q el conjunto de todas las funciones f : X — Y. SiY = {y1,...,ux}, sea A;
el conjunto de todas las f € Q tales que y; ¢ f(X) (1 < i < k). Luego, || = k"™ y
[Ai| = (k—1)"

Dados iy < iz < ... < i; se tiene que |A;, A;,....A;, | = (k—j)". Luego S; = (’;.)(k—j)", de
donde la cantidad de funciones suryectivas de un conjunto de n elementos en un conjunto
de k elementos es

k
(kK
Notar que hemos probado que, para todo k& > n, E (—1)k—1 ( )z" =0,yaquesik>n
1
i=0
entonces no hay ninguna funcién suryectiva de un conjunto de n elementos en un conjunto

de k elementos.

11
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Observacion: Notando que hay k™ maneras de distribuir n bolillas numeradas en k cajas
numeradas (sin condiciones) y que si hacemos una distribucién de las n bolillas en las k
cajas entonces queda exactamente una caja que no estd vacia o quedan exactamente dos
cajas que no estan vacias o ... o quedan exactamente k cajas que no estdn vacias y que
para cada j entre 1 y k hay (’;) maneras de elejir las j cajas que no quedaran vacias, se

k= zk: (’;)F(n,j) = zn: (?)F(nvj)

tiene que

(para ver la segunda igualdad, notar que por definicién (';) =0paraj>kyque F(n,j)=0
para j > n).
Si ahora consideramos los polinomios p1, p2 € IR[X] definidos por
n - X .
p(X)=X" y pAX)=>_ (" )F(n, )

=t N7

donde ()J() _ X.(X—l)(X—j!Q)...(X—j—H)
k. Luego p1 — po tiene infinitas raices en IR y por lo tanto debe ser cero. Esto muestra que

" = f: <$.>F(n,j)

=1

, resulta que p1(k) = pa(k) para todo nimero natural

para todo z € IR, donde (j) - :E'(:B_l)(w—f!)...(w—j+1).

Funcién de Euler. Para cada nidmero natural n, sea ®(n) la cantidad de nimeros
naturales menores o iguales que n que son coprimos con n. Entonces, para todo n > 1 se

tiene que
- 1
®(n) = nH <1 - —)
i=1 pi
donde p1,pa,...,p, son los primos que dividen a n.
En efecto, sea n > 1y sean py,pa, ..., p, los primos que dividen a n. Sea Q = {1,2,...,n}
y consideremos, para cada i entre 1 y 7 el conjunto A; = {k € Q/p; | k}. En este caso
|Q| = n, |Az| = pﬂl Ademés, dados 7:1 < 'i2 < < ’L], |A11A12Az]| = m
Luego,
n
9. = L
’ Z DPiy -Diy - - - Pi
donde la suma se extiende sobre todos los posibles i1, ..., 4; tales que i1 < iy < ... <'j.

Notando que ®(n) = |Q2— (A1 + As+---+ A;) | y que
1 1 1 - : 1
1-—)(1—-=). . (1-—=) =1+ (1) ——
( p1>< pz) ( pr) ;( ) Zpil-pw---pi,-

12



Combinatoria

donde la suma se extiende sobre todos los posibles i1,15...,; tales que 41 <19 < ... <,
resulta que

T

nﬁ <1 - p%) = n+Z(—1)j S; =19 |+zr:(—1)j S; = Q—(A1+As+--+A,) | = ®(n)

i=1

3. Numeros de Stirling (I parte).

Definicién: Sea A un conjunto de n elementos. Diremos que P = {Ay,..., A} es una
particion de A en k partes si se verifican

i) A; # 0 para todo 7 entre 1 y k.
i) A;NAj =0 paratodoi#j (1 <i,j <k).
i) AfUAsU...UA=A

Por ejemplo si A = {a, b, c} las particiones de A en 2 partes son { {a}, {b,c} }, {{b},{a,c}}

y { {c}v {av b} }

Dado un conjunto A con n elementos, queremos determinar cuantas particiones hay de A
en k partes. Notemos que la cantidad de particiones de un conjunto de n elementos en k
partes es igual a la cantidad de maneras en que pueden distribuirse n bolillas numeradas
en k cajas indistinguibles con la condiciéon de que ninguna caja quede vacia. Este niimero,
al que recordemos que habfamos denotado por S(n,k) (ver ejemplo 8 de la seccién 1),
se llama el nimero de Stirling de segunda especie. Es claro que S(n,k) = 0 si k > n,
S(n,1) =1=S(n,n) y el ejemplo anterior muestra que S(3,2) = 3.

Por otra parte, en la seccién 1 vimos que F(n, k) = k! S(n, k), es decir,

k
S(n, k) = %F(n, k) = % (-1 <k> i

Teorema: Si k > 2 entonces S(n+ 1,k) = S(n, k— 1)+ k.S(n, k)

Demostracién: Es claro que S(n+ 1, k) no depende de la forma que elijamos para hacer
la distribucién de las bollilas. Por lo tanto, si primero ubicamos las bolillas 1,2,...,n y
luego la bolilla n + 1, resulta que S(n + 1,k) es igual a la cantidad de maneras en que
pueden distribuirse las primeras n bolillas en £ — 1 cajas de forma que ninguna esté vacia
y luego colocar la bolilla n + 1 en la restante caja (esto cuenta todos los casos en los que
la bolilla n + 1 se encuentra sola en una caja) mas la cantidad de maneras en que pueden
distribuirse las primeras n bolillas en &k cajas de forma que ninguna esté vacia y luego
colocar la bolilla n + 1 en alguna de las k cajas (esto cuenta todos los casos en los que
la bolilla n 4+ 1 no se encuentra sola en una caja). Notar que las cajas son indistinguibles
en el momento de ubicar las primeras n bolillas pero, una vez que las colocamos, ya no
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son mas indistinguibles sino que se diferencian por las bolillas que contienen. Luego, el
primer sumando es igual a S(n, k—1) pues hay S(n, k— 1) maneras de ubicar las primeras
n bolillas y una sola manera de ubicar la bolilla n + 1 en la caja restante y el segundo es
igual a k.S(n, k) pues hay S(n, k) maneras de ubicar las primeras n bolillas y k& maneras
de ubicar la bolilla n + 1 en alguna de las k cajas que ahora son distintas. o

Teniendo en cuenta que S(n,n) =1 = S(n,1), este teorema nos permite calcular recursi-
vamente los niimeros de Stirling de segunda especie:

Sabemos que si k£ > n entonces S(n, k) = 0, de manera que basta calcularlos para todo k
entre 1 y n.

Sin = 2, los valores de k a considerar son 1y 2 y se tiene que S(2,2) =1 = 5(2,1).

Si n = 3, los valores de k a considerar son 1, 2 y 3. Sabemos que S(3,3) =1= 5(3,1) vy,
por el teorema, se tiene que S(3,2) = S(2,1) +2.5(2,2) =1+ 2.1 = 3.

Si n = 4, los valores de k a considerar son 1, 2, 3 y 4. Sabemos que S(4,4) =1 = 5(4,1).
Luego, por el teorema, se tiene que S(4,3) = S(3,2) + 3.5(3,3) = 3+ 3.1 = 6 y que
S(4,2) = S(3,1) +2.5(3,2) =1+ 2.3 ="T.

Veamos ahora los niimeros de Stirling de primera especie.

Sea X un conjunto. Si o : X — X es una funcién biyectiva entonces diremos que o es
una permutacién de X.

Dado un subconjunto {iy,is,...,i,} de r elementos del conjunto {1,2,...,n}, sir > 2
denotaremos por (i iy ... i) a la permutacion o : {iy,i9,...,4.} —> {i1,49,...,0,}
definida por o(iy) = ig, o(ia) = i3, ..., 0(ip_1) = i y 0(4,) = i1 y si r = 1 denotare-
mos por (1) a la permutacién o : {iy} — {i1} definida por o(i;) = i;. Notemos que
(i1 dnds - ) = (i ds ... iy 61) = (i3 ... iy iy in) =+

Dado un subconjunto X del conjunto {1,2,...,n} diremos que una permutaciéon o de
X es un ciclo si existe una enumeracion i1, %9,...,%, de los elementos de X tales que
U:(’il ig ’LT)

Por ejemplo, sin =9y X = {1,3,4,6,8} entonces la permutacién ¢ de X definida por
o(l) =6,0(3)=4,0(4) =1, 0(6) =8y (8 = 3 es un ciclo. En efecto, basta tomar
11 = 1,19 = 6, i3 = 8, 14 = 3, i5 = 4. En cambio, la permutacion 7 de X definida por
7(1)=6,7(3) =4, 0(4) =3, 7(6) = 8 y 7(8) = 1 no es un ciclo.

Notacién: Dado n € IN denotaremos por S,, al conjunto de todas las permutaciones de

{1,2,...,n}, es decir,

Sp=A{r:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} /7 es biyectiva }

Dada una permutacién m € S,, y dado k € IN, denotaremos por 7* a la permutacién que

resulta de componer k veces a 7 . Es decir, 72 =mom, 8 =7momom, etc...

Dejamos como ejercicio probar que si w € S,,, para cada ¢ entre 1 y n existe un minimo
nimero natural r (no necesariamente el mismo 7 para todos los i) tal que 7" (i) = i.

14
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Dada m € Sy, la relacién ~, en {1,2,...,n} definida por
i~gj  sii @*(i) = j para algin k € IN

es una relaciéon de equivalencia.

Dado i entre 1 y n, si 7 es el minimo nidmero natural tal que #" (i) = 7, entonces la clase de
equivalencia de i es el conjunto de r elementos {7, w(i), 72(4),..., 7"~ 1(4)}. Ademds, para
cada clase de equivalencia C, la restriccién de 7 a C es una permutacién de C que es un
ciclo.

Llamaremos ciclos de 7w a las restricciones de 7w a cada una de las clases de equivalencia
determinadas por ~.

Por ejemplo, si m € Sg es la permutacién definida por 7(1) = 5, n(2) = 4, n(3) = 1,
m(4) = 2, 7(5) = 3y m(6) = 6, entonces las clases de equivalencia determinadas por ~
son {1,5,3}, {2,4} y {6}. Los ciclos de mw son 01 = (13 5), 0o = (24) y 03 = (6).

Notemos que si {Aj,..., Ax} es una particién de {1,2,...,n} y, para cada i entre 1 y k,
o; : A; — A; es una biyeccion, entonces existe una tnica permutacién w € S, tal que
la restriccién de m a A; es o; para todo ¢. En tal caso escribiremos m = o105 ...,0%. Si,
ademas, o; es un ciclo para todo ¢ entonces o1, ..., 0, resultan ser los ciclos de .
Por ejemplo, m = (1 4 7 2)(3) (5 8)(6) es la permutacién de {1,2,...,8} definida por
(1) =4, 7(2)=1,73) =3, 7(4) =7, n(5) = 8, n(6) =6, n(7) =2y n(8) = 5. Los
ciclos de 7 son (14 72), (3), (568) y (6).
Reciprocamente, dada @ € S,,, si 01,09,...,0% son los ciclos de 7, entonces se tiene que
T =0109 ...0F-
Por ejemplo, dada la permutacién 7 € Sg definida por
7r 2, w(2)=17, =w(3)=5, w(4)=4,
w(5) =3, w(6)=S8, 1, 6

se tiene que los ciclos de 7 son (127), (35), (68)y (4). Luego, 7= (127)(35)(68)(4).

Dados n y k, nos preguntamos cuantas permutaciones hay en S,, que tengan k ciclos. Este
nimero se llama el nimero de Stirling de primera especie y lo denotaremos por s(n. k).
Notemos que ninguna permutacion de S, puede tener mas de n ciclos, de manera que
s(n, k) = 0 para k > n.

Veamos, por ejemplo, cudnto vale s(4, k) para cada k entre 1 y 4:

Las permutaciones de Sy que tienen un solo cicloson (123 4),(1243),(1324),(1342),
(1423)y(1432). Las permutaciones que tienen dos ciclos son: (1 2) (3 4), (1 3)(24),
(14)(23), (123)(4), (124)(3), (132)(4), (134)(2), (142)(3), (143)(2),(234)(1)
y (2 4 3)(1). Las que tienen tres ciclos son: (1 2)(3)(4), (1 3)(2)(4), (1 4)(2)(3),
(23)(1)(4), (24)(1)(3) y (34)(1)(2). Por tltimo, hay una sola permutacién que tiene
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cuatro ciclos, que es (1) (2) (3) (4). Luego, en Sy hay 6 permutaciones que tienen un ciclo,
11 que tienen 2 ciclos, 6 que tienen tres ciclos y 1 que tiene cuatro ciclos.
Luego, s(4,1) =6, s(4,2) =11, s(4,3) =6 y s(4,4) = 1.

El siguiente teorema nos permitird calcular inductivamente los ntmeros de Stirling de
primera especie.

Teorema: Sean n, k € IN. Entonces se verifican:

i) Si k =1 entonces s(n,k) = s(n,1) = (n — 1)! y si k = n entonces s(n, k) = s(n,n) = 1.
ii) Si k& > 2 entonces s(n + 1,k) = s(n,k — 1) + n.s(n, k).

Demostracién: Basta notar que s(n, k) es la cantidad de maneras en las que se pueden
sentar n personas en k mesas circulares indistinguibles (se supone que todas las n personas
podrian estar sentadas en la misma mesa) con la condicién de que ninguna mesa quede
vacfa. Luego, i) es trivial. Para probar ii) observemos que si primero ubicamos las personas
1,2,...,ny luego la persona n+ 1, resulta que s(n+1, k) es igual a la cantidad de maneras
en que pueden distribuirse las primeras n personas en k — 1 mesas de forma que ninguna
mesa quede vacia y luego sentar a la persona n + 1 en la restante mesa (esto cuenta todos
los casos en los que la persona n + 1 se encuentra sola en una mesa) més la cantidad
de maneras en que pueden distribuirse las primeras n personas en k mesas de forma que
ninguna mesa quede vacia y luego sentar a la persona n + 1 a la derecha de alguna de las
n personas que ya estdn sentadas (esto cuenta todos los casos en los que la persona n + 1
no se encuentra sola en una mesa). Luego, el primer sumando es igual a s(n,k — 1) pues
hay s(n,k — 1) maneras de sentar las primeras n personas y una sola manera de sentar la
persona n+ 1 en la mesa restante y el segundo es igual a n.s(n, k) pues hay s(n, k) maneras
de sentar las primeras n personas y, por cada una de ellas, hay n maneras de sentar a la
persona n + 1 a la derecha de alguna de las n personas que ya estan sentadas. o

Calculemos ahora s(n, k) para algunos valores de m. Sabemos que si k > n entonces
s(n, k) = 0, de manera que basta calcularlos para todo k entre 1y n.

Sin = 2, los valores de k a considerar son 1y 2y, por el teorema, se tiene que s(2,2) =1
y s(2,1)=1!=1.

Sin = 3, los valores de k a considerar son 1, 2 y 3y, por el teorema, se tiene que s(3,3) =1,
5(3,2) =2.5(2,2) +s(2,1) =3y s(3,1) =21 = 2.

Si n = 4, los valores de k a considerar son 1, 2, 3 y 4. Luego, por el teorema, se tiene
que s(4,4) = 1, s(4,3) = 3.5(3,3) + s(3,2) = 6, s(4,2) = 3.5(3,2) + s(3,1) = 11 y
s(4,1) = 3! =6.

Dejamos como ejercicio calcular todos los valores de s(5, k).

4. El teorema de Jordan.

A continuacién veremos el teorema de Jordan, que es una generalizacion del principio de
inclusion y exclusién que vimos en la seccion 2.
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Definicién: Sea Q un conjunto finito y sea v : @ — {0,1,2,...,n} una funcién. Sea
= |v7 ()| = {w/v(w) = i}|. Entonces definimos

n
/v = Zipi
i=0

Observemos que /v = Z . Luego, si v; y vg son funciones de €2 en el conjunto
we
{0,1,2,...,n} entonces vale que [(vi +v3) = [v1 + [v2. Notemos ademds que si A es

un subconjunto de Q y X4 es la funcién caracteristica de A, es decir, X4 : Q@ — {0,1}
definida por

1 siwe A
XA(w):{O si no

entonces [ X4 = |A].
Lema: Sean i,k € {0,1,2,...,n}. Entonces
) cap () = {0 sk A
- J 7 1 sik=1
7=0

Dejamos como ejercicio la demostracién de este lema.

Teorema de Jordan: Sea {2 un conjunto finito y sean Aj, As,..., A, suconjuntos de €.
Sea p; = |[{w /w pertenece a exactamente i de los conjuntos Ay, As, ..., An}| (0 < i < n)
y sean So = |Q| y, para cada j entre 1y n, sea S; = > [4; Ay, ... A, |, donde la suma se
extiende sobre todos los posibles iy,42 ..., tales que i1 < iy < ... < 1;. Entonces
- J
w=2 0 ())s

para todo ¢ entre 0 y n.
(Notemos que para i = 0 se obtiene el principio de inclusién y exclusion)

Demostracién: Para cada j entre 1 y n sea X; la funcién caracteristica de A; y sea
n

v:Q—{0,1,2,...,n} la funcién v = ZX]-. Entonces v(w) = 7 si y sélo si w pertenece
j=1
a exactamente i de los conjuntos Aq,..., A,. Luego, p; = [{w /v(w) = i}|.
n
Como (1 + x)? H (1+ x (1 +J:)X =1+ x X; pues X; vale 0 o 1, entonces
7j=1

I

C)gﬂ = (1+2)" = 11(1 + )N = 11(1 + X))

Jj=1
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Pero
n n
[T +ax) =% (Zx“xw N )
Jj=1 Jj=1
donde la suma se extiende sobre todos los posibles i1,45...,1; tales que i3 <19 < ... <74;.
Luego,

de donde resulta que

para todo j entre 1 y n y, por lo tanto,

v
/(J) :/inlxh...xij :Z/XIXQ...xij
Observemos que

6 -0 (5= O G s =2 (o

y que como X;, X;, ... X;; es la funcién caracteristica de A;, Ay, ... A;;, entonces

/Xi1Xi2 .. -Xij = |Ai1Ai2 .. Az]|

n

) (?)pk =3 AL Ay .. Ay = S;

k=0

Por lo tanto

para todo 7 entre 1 y n. Pero esto también vale para j = 0 ya que

> (g)pk => m=12/=5
k=0

k=0

Luego,

para todo j entre 0 y n, por lo tanto

S ()E (g

§=0 k=0
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de donde

kz:)pk zn:(—l)j—i (Z) (f) _ zn:(_l)j—z‘ (Z) s,

=0

y, aplicando el lema, resulta que

para todo ¢ entre 0 y n. o

5. Relaciones de recurrencia.
Veamos primero un par de ejemplos de relaciones de recurrencia.

Niumeros de Fibonacci. Los numeros de Fibonacci fy, f1, f2,... se definen por recu-
rrencia en la forma

fn+1:fn+fn—1 (1)

para n > 1, con las condiciones iniciales fo =1 = f;.

Observemos que tomando f,, = o™ para todo n > 0 (donde « es un nimero real) obtenemos

2

una solucién de (1) si y sélo si @® —a —1 = 0. Los valores de a que satisfacen esta

ecuacion son a; = % y ag = % Luego, tanto (f,) = (@1™) como (f,) = (a2™)
son soluciones de (1). Notemos ademés que cualquier combinacién lineal de dos soluciones
de (1) es también una solucién de (1). En particular, si a,b € IR, entonces tomando
fn = aa1™ +bas™ (n > 0) obtenemos una solucién de (1) y esta solucién satisface las
condiciones iniciales si y sélo si a1® +bas® = fo y aai! +bas! = fi, es decir, si y sélo
sia+b=1yaa;+bay =1 lo que ocurre si y sélo si a = % yb= %. (Mas
aun, notemos que cualesquiera sean las condiciones iniciales, siempre podemos encontrar
valores de a y b que las satisfagan.)

Luego, el n-ésimo ntimero de Fibonacci es

fn:5+¢5 <1+\/5> 55 (1—¢5)

10 2 10 2

n
Observemos que f, crece exponencialmente: f,, = O ((%) )

La ruina del jugador. Dos jugadores, A y B, juegan una sucesion de partidas y, al
finalizar cada una, el jugador que pierde debe pagarle un peso al otro. Supongamos que,
en cada partida, A tiene probabilidad p de ganar y B tiene tiene probabilidad ¢ de ganar,
donde p y q satisfacen p + ¢ = 1 y que inicialmente A y B disponen de un capital de k y
m pesos respectivamente. El juego termina cuando alguno de los dos jugadores se arruina.
. Cudl es la probabilidad de que A se arruine?
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Sea r,, la probabilidad de que A se arruine si tiene n pesos. Entonces se tiene la relacién
Tn =PTn+1 +qTn-1 (2)
para todo n tal que 1 < n < k + m, y las condiciones de borde
ro=1, Tiym =20

Veamos ahora si podemos resolver (3) planteando, como antes, una solucién de la forma
rn = a™. En este caso, 7, = a™ (n > 0) es una solucién de (2) si y sélo si @ = pa? + q.
Teniendo en cuenta que p+ g = 1 resulta que los valores de a que satisfacen esta ecuacion
son &y = 1y ap = 1. Como cualquier combinacién lineal de dos soluciones de (2) es
también una solucién de (2), entonces tomando 7, = aa;™ + bay™ para todo n > 0
obtenemos una solucién de (2) para todo a,b € IR. Esta solucién satisface las condiciones
de borde si y sélo sia+b =17y aa*™ + bas*™ = 0. De aqui resulta que si p = ¢ no

obtenemos ninguna solucién (ya que en ese caso a; = 1 = «ay), pero si p # ¢ entonces

NOREO)
() -

es una solucién de (2) que satisface las condiciones de borde.

_n

k+m

1

Ahora, tomando limite cuando a tiende a 1, se obtiene que r,, = 1— cuando p = q = 3.

Otra manera de ver esto es la siguiente: cuando p = ¢ el problema es que a; = 1 = g,
es decir, el polinomio p X2 — X + ¢ tiene a o1 como raiz doble. Sin embargo, observando
que en este caso 1, = n también es una solucién de (2), tenemos ahora dos soluciones
de (2): r, = 4™ = a™ = 1y r, = n. Ahora, planteamos la solucién general como
una combinacién lineal de estas dos soluciones: 7, = a + bn. Esta solucién satisface las
condiciones de borde 1o =1y 7y =0siysélosia=1yb(k+m)+1=0. Luego, la

—1

solucién buscada es r,, = 1 + T = 1-—

n
k+m*

Luego, la probabilidad de que A se arruine es

(

)k+m_ q k

S @

—mp Si
'I"k: (%)k;— _1 p#q 1
1_k—|——m Slp:q:§

Definicién: Diremos que una relacion de recurrencia es lineal, con coeficientes constantes
y homogénea si es de la forma

k
ap = Zcian_i (n>k) (3)
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donde k € IN y ¢; € IR para todo 1.

Observemos que una solucién (a,)n>o de (3) queda determinada si se fijan valores iniciales
para ap,a1,...,0_1.

Si intentamos una solucién de la forma a, = a™, como hicimos en los ejemplos anteriores,
se tiene que a,, = ™ es una solucién de (3) si y sélo si

k
= E ciak_’
i=1

Una vez hallados las soluciones aq, as, ..., ap de esta ecuacion, tratamos de obtener la

n

solucién planteando que sea igual a una combinacion lineal de o™, as™, ..., a™

Pero
como vimos en el caso de la ruina del jugador, este método no funciona si el polinomio
g =Xk~ Zle c; X¥~% tiene alguna raiz multiple. Sin embargo, es facil ver que si a es
una raiz doble de g, entonces resulta que a,, = n o™ también es una solucién de (3). En el
caso de la ruina del jugador teniamos que ar; = 1 era una raiz doble y la otra solucién era

rn, =N =nap”. En general, si « es una raiz de multiplicidad m de g entonces a,, = na"

an, =n%a”, ..., a, = n™ 1a" son soluciones de (3).
Luego, si oy, as, ..., a, son las raices distintas de g, con multiplicidades my, ms, ..., m,
respectivamente, entonces a;", na;", ..., n™ " 1aq;® (1 < i < r) son soluciones de (3) y

ahora podemos obtener la solucién general planteando que sea igual a una combinacién
lineal de estas soluciones.

Observemos el paralelo que existe entre la solucién de una relacion de recurrencia y la
solucion de una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes.

6. Relaciones de recurrencia y funciones generatrices.

Veamos ahora la aplicacion de las funciones generatrices en las relaciones de recurrencia.
Recordemos que, dada una sucesion (ay,),>0, habiamos definido su funcién generatriz como

o0
= E a;x"
i=0

la serie de potencias

(o)
. d*G(z
Si G(z) = E a;xr’ entonces, para todo k > 1, se tiene que E a; —k
( ) pos 7 p - q dl'k (N

donde (I)y =i(i—1)(i—2)...(i—k+1) = o] k),
Luego, si G(z) es la funcién generatriz de la sucesiéon (ay,)n>0 entonces

1 dG(0)

ap = —
n!  dxm

es decir, la funcién generatriz determina univocamente los valores de a,.
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oo oo
Observacidén: Si G(z) = Z aix' y H(z) = Z b;z? son dos series de potencias entonces
i=0 j=0
oo
G(z)H(x) = Z(aﬂbn + a1by—1 + agbp_o + -+ + an_2by + an_1b1 + anbo)z”
n=0

Definicién: Dadas dos sucesiones (an)p>0 ¥ (bn)n>0 definimos su convolucién como la
sucesion cuyo n-ésimo término es agb, + a1b,_1 + asby_o + - + an_obs + a,_1b1 + a, by,
es decir, la sucesion cuya funcion generatriz es el producto de las funciones generatrices de
las sucesiones dadas.

Ejemplo 1. (Ntmeros de Fibonacci) Sea (f,)n>0 la sucesion de Fibonacci y sea F(z) su
funcion generatriz. Entonces, como f,11 = f, + fn—1 paratodon > 1y fo =1 = f1,

resulta que
F(z) —x—1=F(x) — fiz' — foz° =

oo o0 oo
— 2 :fn—i-l l,n-i—l — 2 :fn " —|—.TJ2 2 :fn—lxn_l —
n=1 n=1 n=1

==z ifnx"—kxzifnx" =
n=1 n=0
= o(F(x) - for") + 2 F(x) =
=x(F(z) — 1)+ 2°F(x)
de donde F(z) —x — 1 = x(F(z) — 1) + 22F(z) es decir, F(z)(1 —z — z%) = 1. Por lo

tanto, la funcién generatriz de la sucesién de Fibonacci es

1
Fo =1

Teorema: La funcién generatriz de una sucesién que satisface una relaciéon de recurrencia
lineal, con coeficientes constantes y homogénea es el cociente de dos polinomios.

k 00
Demostracién: Si a, = Zcian_i (n>k)y P(z) = Z an,x" es la funcién generatriz
1=1 n=0
de (a,,) entonces
o] k—1 o)
P(x) = Z ap,x" = Z anx” + Z ap,x" =
n=0 n=0 n==k
k—1 oo k
= Z ant” + Z Z CiOp—; T =
n=0 n=~k t=1
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k—1 k oo
= E anx"™ + E E CiOp—; T =
n=0 i=1 n=k

k—1 k o]
:Zanantz:cixi Z a, " =

n=0 =1 n=k—i1

k—1 k k—i—1
— Z anx” + Zcixi (P(a:) — Z anx”) =

n=0 =1 n=0
k—1 k k k—i—1
= Z anz" + P(x) Z et — Z Z cianr™t
n=0 =1 =1 n=0
Luego
8o k k—1 k k—i—1
P(x) (1 — Zczx’) = Z anx" — Z Z cianx T
i=1 n=0 i=1 n=0

Por lo tanto basta notar que tanto el factor que multiplica a P(z) como el miembro derecho
de esta igualdad son polinomios. o

Recordemos que, dada una sucesién (ap)n>0, habiamos definido su funcién generatriz
exponencial como la serie de potencias

F(x) = Z ai—y
i=0 )

Observemos que si F'(z) es la funcién generatriz de la sucesién (a,),>0 entonces se tiene
que
_d"F(0)

dxm

ap

es decir, la funcién generatriz exponencial también determina univocamente los valores de

Qp,-

Ejemplo 2. (Derangements) Recordemos que un derangement es una permutaciéon =« de
los nimeros 1,2,...,n que satisface (i) # ¢ para todo i y que habfamos denotado por
D,, a la cantidad de derangements. Estos niimeros satisfacen la relacién de recurrencia
D,y =n(D, + D,_1) y las condiciones iniciales Dy =1y D; = 0.

Calculemos la funcién generatriz exponencial D(z) = E Dy — de la sucesion D,
n!

n>0
Como D11 =nD, +nD,_1 y D; =0 entonces
xn—l "
1—2x)D' = D, — D,, =
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DT e

n>2 n>1
n n
T T
=Y Dpsi—— Y 0Dy =
" " n)!
n>1 n>1
n n—1
T T
=Y Dt = Y Dpa o =
n! (n—1)!
n>1 n>1
n
T
=z E D, — =zD(x)
n!
n>0

Luego, D(x) es la solucién de la ecuacién diferencial (1 — x) D' = D con la condicién
inicial D(0) = 1 ya que D(0) = Dy = 1. Por lo tanto,

Ejemplo 3. (Numeros de Cataldn) Supongamos que queremos multiplicar n matrices
A, Ay, ..., A,. Dado que el producto de matrices es asociativo, el mismo resultado
A Aq. .. A,, puede obtenerse de muchas maneras distintas, dependiendo de cémo colo-
quemos los paréntesis. Llamemos C), a la cantidad de maneras en que pueden colocarse esos
paréntesis. Por ejemplo, si n = 3 hay 2 maneras que son (A1A43)As y A1(A2A43) de donde
C3 = 2, si n = 4 hay maneras 5 que son (A1A2)(A3As), (A1(A2A43))As, ((A1A2)A3)As,
Aq1(A2(A3As)), A1((A2A3)As), de donde Cy = 5. Notemos que paran =10 n = 2 no
tiene sentido poner paréntesis. En ese caso definimos C; =1y Cy = 1.

Los numeros C,, se llaman los nimeros de Catalan. Veamos cémo calcularlos.

Por definicion, C7 = 1 = C5. Si ahora tenemos n factores, con n > 3, podemos colocar los
paréntesis eligiendo primero un indice k£ entre 1 y n—1 y colocando los paréntesis en la forma
(Ay.As. . ... Ap)(Ags1.-Agyoe ... Ay) v luego colocando los paréntesis en Aj.As....A; y en
Agy1.Aggo. ... A,,. Luego, para todo n > 3 se tiene que

n—1
Cp=7) CpCny
k=1

Pero notemos que esta relaciéon también vale para n = 2 pues Cy = 1 = C1C;. Luego,
n—1

C, = Z Cy.Cp—k para todo n > 2.
k=1

Sea G(z) = Z Cpz". Entonces, como Cy =1, G(z) =z + Z C,z". Luego,
n=1

n=2

G(r)—xz= iC’na:" =
n=2
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oo n—1

=) ) CrCypa™ =

n=2 k=1
= (C1C1) 2% + (C1Cy + C3C1) 22 + (C1C5 + C2Cy + C3C )zt + - - =
= (C1x + Cox® + C3z® + - )(Crx + Coz® + Cax® + -+ ) =
= G(2)G(z) = G(z)”
Luego, G(x)?> = G(x) — x de donde G(z) = @ oG(z) = ﬂ y, como G(0) =0
entonces debe ser G(x) = ﬂ. Por lo tanto,

(=Dk! <2k - 2) (C1)F 4k —

22k—1 \ k—1

z_l)k <2k B 2) (—1)k22k gk —

Il
M8
| =
Y
ol

k—1
k=1
01 2k -2\ 4
_ZE<k—1>x
k=1

1 k—1
5 1 (-1 2k — 2
ya que <2> = — L( ) (ver ejercicio 2 de la practica 4).

k Eo22k=1 \ k-1
1 (2n -2
Luego, C :_<n >
n\n—1

7. Numeros de Stirling (II parte).

Recordemos que s(n, k) denota los nimeros de Stirling de primera especie y que valen
i) s(n,k)=0si k>mn, s(n,1)=(n—1)'y s(n,n) =1.
ii) Si k > 2 entonces s(n+ 1,k) = s(n,k — 1) + n.s(n, k).

Teorema: Para todo z € IR se verifica

Zs(n,k)a:k =z(z+1)(x+2)...(x+n—-1)
k=1

Demostracién: Por induccién en n. Es obvio que vale para n =1 ya que s(1,1) = 1.
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Supongamos ahora que vale para n. Teniendo en cuenta que s(n,n + 1) = 0, se tiene que

n+1 n+1
s(n+1,k)z* =s(n+1,1)z+ Z s(n+1,k)z" =
k=1 k=2
n+1
=nlz + Z (s(n,k—1) +n.s(n, k) z* =
k=2
n+1 n+1

=nlz + Z s(n, k — 1)z% + n. Z s(n, k)z® =
k=2 k=2
n+1

=nlz + 4z Z s(n, k— 1)z 4+ n. Z s(n, k)z* =
k=2

k=2

Zn(n—l)!$+xzn:s(n,k)xk%—n.zn:s(n,k)xk:
n1x+xz nkx+nz (n, k)x
<n1$+z (n, k) )+xzs(n,k)xk:

=nd s(n, k)" +xz (n,k)x

k=1 k=1
n

ank =@+n)r@+D)(z+2)...(x+n—1)=

k=
=z(z+1)(z+2)...(x+n) o

Notacién: Dado un nimero real z, denotaremos por (z),, al producto
() =2(x—1)(x—2)..... (x—n+1)

Observando que (z), = (=1)" (—z)(—z+1).(—x+2)...(—x +n —1), se tiene el siguiente

Corolario: (z), = Z(—l)"+ks(n, k)z* para todo = € IR.
k=1
Demostracién: Por el teorema, se tiene que

—z)(—z+1).(—z+4+2)...(—z+n—-1)=

n

—1)"(
1" s(n, k) (—2)k =) (1) Fs(n, k)ak o
k=1

k=1
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Ejemplo: Supongamos que elegimos al azar una permutaciéon = de S,,. Sea v la cantidad
de ciclos de 7. jCudl es el nimero esperado E(v) de ciclos de 7?

- k

Por definicién, E(v) = E kP(v=k). Como P(v==Fk) = S(L") entonces
n!

k=1

n

Bv) = Z " s(n,!k)

Por otra parte, derivando la igualdad Z s(n,k)z® = z(z+1).(z+2)...(x+n—1) resulta

k=1
que

Z ks(n, k)zh—1 =
k=1

=x+1).(z+2)(z+3)...(z+n—-1)+z.(x+2)(z+3)...(z+n—1)+
+z(z+1).(z+3)...(z+n—1)+---+zz+1).(z+2)...(x+n—2)

y ahora evaluando en x = 1 se tiene que

Z ks(n,k) =
k=1

=234..n+134..n+124..n4+--+1234...(n—1) =

1 1 1 1
=-nl+=-nl+=-nl+---+—nl=
3 n

1 2
ol 1+1+1+ +1
S\ 203 n
Luego,
1 — 11 1 1
E(V):mkz_:lks(n,k):I+§+§+---+E%1nn

Veamos ahora un resultado andlogo al teorema anterior, para los niimeros de Stirling de
segunda especie.

Recordemos que S(n, k) denota los nimeros de Stirling de segunda especie y observemos
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Demostracién: Como z" = Z (a:)F(n, k) (ver seccién 2) y como F(n,k) = k! S(n, k)

(ver seccién 1) entonces

xué(}f) kn1<>k8nk) S Sk (@ o

k=1

Observacién: El conjunto {1, (X)1, (X)2, (X)s,...} es una base del espacio de polinomios
con coeficientes reales. En efecto, del teorema anterior se deduce la igualdad de polinomios

= S(n k) (X
k=1

donde (X)r = X(X—-1)(X—-2)..... (X —k+1). Esto muestra que {1, (X)1, (X)2, (X)3,...}
es un sistema de generadores del espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales.
Dejamos como ejercicio probar que es una base, es decir, que es un conjunto linealmente
independiente.

Observacién: Teniendo en cuenta la observacién anterior y que s(n,k) = 0 = S(n, k)
para k > n, de las igualdades

(@) =D ()" Fs(nk)a® y "= S(n, k) ()
resulta que

sin#j

S S, k) (~1)5+ sk, §) = { (1) sin =

n

S (—1)m s (n, k)S(k, §) = { ;o=

— sin#j

es decir, las matrices ||S(n, k)|| y ||(=1)"**s(n, k)|| son inversas.

De la observacion anterior resulta el siguiente teorema, cuya demostracion dejamos como
ejercicio.

Teorema de inversién Si f:IN — IR es una funcién y definimos g : IN — IR en la
n

forma g(n ZS n, k) f(k) entonces f(n) = Z(—l)"+ks(n, k)g(k) para todo n € IN.

Rec1procamente Sl g:IN — IR es una func10n y definimos f : IN — IR en la forma

f(n) = Z(—l)"+k (n, k)g(k) entonces g(n ZS n, k) f(k) para todo n € IN.
k=1

28



Combinatoria

8. Niumeros de Bell.

Recordemos que S(n, k) es la cantidad de maneras en que se puede particionar un conjunto
de n elementos en k partes. Denotemos por B, al niimero de particiones de un conjunto

n = ZS(n,k)

Los niimeros B,, se llaman lo ntimeros de Bell. Por ejemplo, las particiones de un conjunto

de 3 elementos {a,b,c} son {{a}, {b}, {c}}, {{a},{b,c}}, {{b},{a.c}}, {{c},{a,b}}y

{{a,b,c}}. Luego, B3 = 5. Hallaremos ahora una férmula explicita para B,.

de n elementos. Luego,

Recordemos que (ver ejemplo 8 de la seccién 1)

S(n, k) = %Fnk i;i: ()ﬂ

=0

S,

y que S(n,k) =0 para k > n Luego,

k=1 k=1 k=1 §=0
(&) k _ n
Sy g
oz (k=) g
prse
=0z (=)
R
e 4 i
7=0

Dejamos como ejercicio verificar que la funcién generatriz exponencial de la sucesién B,

es G(z) = e te.

9. Particiones de un numero.

Nos preguntamos ahora de cudntas maneras se puede descomponer un nimero natural n
como suma de otros nimeros naturales (considerando iguales dos descomposiciones que
difieren sélo en el orden de los sumandos).

Por ejemplo, si n = 7 se tienen 15 descomposiciones:

7, 641, 5+2 5+1+1, 4+3, 44241, 4+1+1+1,
3+43+1, 34242, 3+2+1+1, 3+14+14+1+1, 24+2+2+1,
242+1+141, 2+14+14+1+1+1, 1+1+141+1+1+1

29



Combinatoria

Decimos entonces que estas son las distintas particiones de 7. A los ntimeros que forman
una particion los llamaremos partes.

Denotaremos por p(n) la cantidad de particiones de n y, por convencién, sea p(0) = 1.
Ademas, recordemos que p(n, k) denota a la cantidad de particiones de n en k partes (ver
ejemplo 9 de la seccién 1). Se tiene entonces que

p(n) = Zp(nv k)

Por ejemplo, para n = 7 se tiene que p(7,1) = 1, p(7,2) = 3, p(7,3) = 4, p(7,4) = 3,
7
p(7,5) =2, p(7,6) = 1y p(7,7) = 1. Ademss, p(n) = »  p(7, k) = 15
k=1

Una particion puede representarse mediante un diagrama de Ferrer. Por ejemplo, la par-
ticion 7 =4 4+ 2 + 1 se representa en la forma

Notemos que cambiando en este diagrama las filas por las columnas obtenemos otra par-
ticion de 7, en este caso la particion 7=3+ 2+ 1+ 1.

Funcién generatriz de p(n). Una particién de n queda determinada conociendo la
cantidad de partes que son unos, la cantidad de partes que son dos, etc... Dicho de otra
manera, la cantidad p(n) de particiones de n es igual a la cantidad de soluciones enteras no
negativas ey, es, e3... de la ecuacion e + 2e5 + 3ez + - - - = n, lo que es igual al coeficiente
de z™ del producto

A4+z4+22 423+ ) A+ +2* +2+ VA +23+ 28+ 224+ ...

En otras palabras,

oo
1 1 1
n __
ngzop(n)x ki PELRE

1 1 1
Luego, la funcién generatriz de p(n) es G(z) = N T2 a3
—zl—-221-2x
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Particiones con restricciones. Denotemos por p(n,I) a la cantidad de particiones de
n que tienen todas sus partes impares y definamos p(0,1) = 1. Por ejemplo, para n = 7
las particiones que tienen todas sus partes impares son

7, 5+1+1, 3+3+1, 3+1+1+141, 1+14+1+1+14+1+1

es decir, p(7, 1) = 5. Analogamente, denotemos por p(n, D) a la cantidad de particiones de
n que tienen todas sus partes distintas y definamos p(0, D) = 1. Por ejemplo, para n =7
las particiones que tienen todas sus partes distintas son

7, 6+1, 5+2, 4+3, 4+2+1
es decir, p(7, D) = 5.
Como vemos, p(7,1) = p(7, D). El siguiente teorema muestra que esto no es casualidad.

Teorema: Para todo n € IN vale que p(n, I) = p(n, D).

Demostracion: Con un argumento analogo al usado para hallar la funcién generatriz de
p(n) se ve que la funcién generatriz de p(n, I) es

Luego,
oo
1 1 1
N = ———— ... =
Zp(n, e l—2z1—231—25
n=0

1— 22 11—zt 1 — 26

IT—z)(1—22) 1—23)(1—2%) (1—25)(1—zb) =

S l1—2?1—2%1-2af

Cl-2 1—221—2a3
El resultado sigue observando que el coeficiente de z™ de (1 +x) (1+22) (1+23) ......
es p(n, D) o

Teorema: Para todo n € IN se verifica
(1-z)(1—2>)(1-2% ...... =1+ [p(n.D%) = p(n,D")]z"
n=1

donde p(n, DT) denota la cantidad de particiones de n que tienen un nimero par de partes,
todas distintas y p(n, D™) la cantidad de particiones de n que tienen un nimero impar de
partes, todas distintas.
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Dejamos la demostracion de este teorema como ejercicio.

Teorema: La cantidad de particiones de n que tienen a lo sumo k partes es igual a la
cantidad de particiones de n tales que ninguna parte supera a k.

Demostracion: Si en un diagrama de Ferrer con a lo sumo £ filas cambiamos filas por
columnas, obtenemos un diagrama de Ferrer que tiene a lo sumo k& puntos en cada fila.
Reciprocamente, si en un diagrama de Ferrer que tiene a lo sumo k puntos en cada fila
cambiamos filas por columnas entocnes obtenemos un diagrama de Ferrer que tiene a lo

sumo k filas.

e © o o o o o e o o o o
® o o e o o o
e o e o

o o °

Luego, basta notar que las particiones de n en a lo sumo k partes son aquellas cuyo
diagrama de Ferrer tiene a lo sumo k filas y que las particiones de n tales que ninguna
parte supera a k son aquellas cuyo diagrama de Ferrer tiene a lo sumo k£ puntos en cada
fila. o

Denotemos por p(n, < k) a la cantidad de particiones de n que tienen a lo sumo k partes
y definamos p(0, < k) = 1. Observando que el coeficiente de x™ de

I+z+22+-)A+2?+2r+-) o (+2"+ 275+

es la cantidad de particiones de n tales que ninguna parte supera a k, por el teorema se

tiene que

> 1
< k)™ =
;}p("’— L e s S

Teorema: Sea k € IN. Entonces la funcién generatriz de p(n, k) es

.I'k
@) = A i =) =
es decir,
oo .I'k
2P k)" =

n=1
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Demostracién: Recordemos que p(n, k) es la cantidad de particiones de n que tienen
exactamente k partes. Luego, p(n,k) = p(n,< k) — p(n,< k — 1) para todo n € IN.
Teniendo en cuenta, ademas, que p(0,< k) = 1= p(0,< k + 1) se tiene entonces que

ank an<k an<k—1

:Z (n, < k)x an<k—1
n=0

1 1

(1—2)1—22)...(1—2zF) (Q-z)(1—-22)...(1—zk1)

- (1—3;)(1—1;2;..(1—3;1«—1) <1—1xk _1> -

l’k
= [m|

(1—2)(1—22)...(1—2F)

Una relacién de recurrencia para p(n). Si bien no se conoce ninguna férmula explicita
para calcular p(n), veremos que hay una relacién de recurrencia que nos permite calcularlo.

Lema: Para cada k € IN sean oy = 3k22_ h Y Br = 3K + k. Entonces
(1-z)(1—22) (1-2%) ... = i(—l)k (2% +2P) = 1—(z+2?) + (2 +27) — (22 +25) —- -
Demostracién: Recordemos que
l—z)(1—2®)(1—2) ...... =1+ i[p(n, D*) —p(n,D7)] 2"
n=1

donde p(n, D) denota la cantidad de particiones de n que tienen un nimero par de partes,
todas distintas y p(n, D™) la cantidad de particiones de n que tienen un nimero impar de
partes, todas distintas. Luego, basta ver que p(n, D") — p(n, D™) = 0 para todo n salvo
cuando n = ay o B (k=1,2,...), en cuyo caso vale (—1)k.

Para ello, consideremos el diagrama de Ferrer de una particiéon de n que tenga todas sus
partes distintas. Sea k tal que la fila 7 tiene exactamente un punto mas que la fila 2 + 1
para todo ¢ entre 1 y k — 1 y la fila k es la 1ltima fila o tiene al menos 2 puntos mas que
la fila k£ + 1 y sea b la cantidad de puntos que tiene la tltima fila.

Por ejemplo, en el diagrama
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k = 4 pues la fila 1 tiene un punto més que la fila 2, la fila 2 tiene un punto mas que la
fila 3, la fila 3 tiene un punto mas que la fila 4 y la fila 4 tiene dos puntos mas que la fila
5y b= 3 pues la dltima fila tiene tres puntos y en el diagrama

k=1yb=2.

Si tenemos un diagrama que representa una particion de n que tiene todas sus partes
distintas para el cual £ < b y movemos el iltimo punto de cada una de las primeras k filas
debajo de la tltima fila formando una nueva fila de k& puntos obtenemos una particion de
n que tiene todas sus partes distintas y una fila mas, salvo en el caso en que b=k + 1y
haya exactamente k filas. Llamemos transformacion A a esta aplicacién.

Por ejemplo,

muestra un diagrama de Ferrer de una particion de 37 que tiene todas sus partes distintas.
En este caso k =2y b=5.

Si en este diagrama movemos el ultimo punto de cada una de las primeras 2 filas debajo
de la ltima fila formando una nueva fila de 2 puntos obtenemos una particién de 37 con
todas sus partes distintas y una fila mas.
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e © e e o o o © o o e © e e o o o o o
® e o © o o ©° o o ® e e © o o ©° o
e © o o o o o ;’ooooooo
e o o © o o e o o © o o
e o o © o e o o O o

e O

Notemos que si aplicairamos esta transformacion en el caso en que b = k£ + 1 y hay exacta-
mente k filas

o [ ] Y [} [ [}
[ ] [ ] [ ] ° [}
no obtendriamos una particiéon de n en partes distintas. Observemos que este caso ocurre

si y sélo si hay k filas, la tdltima fila tiene k£ + 1 puntos y cada fila tiene exactamente un
punto menos que la fila anterior, lo que pasa si y sélo si

k(k+1) 3k +k
2 2

n=(k+1)+k+2)+ -+ (k+k) =k+

es decir, si y sélo sin = S

Si, en cambio, tenemos un diagrama que representa una particién de n que tiene todas sus
partes distintas para el cual £ > b y movemos cada uno de los b puntos de la ultima fila
al final de cada una de las primeras b filas obtenemos una particiéon de n que tiene todas
sus partes distintas y una fila menos, salvo en el caso en que b = k y haya exactamente k
filas. Llamemos transformaciéon B a esta aplicacion.

Por ejemplo, si tenemos el diagrama

que representa una particiéon de 37 que tiene todas sus partes distintas donde k =4y b = 3,
y colocamos cada uno de los 3 puntos que componen la tltima fila al final de cada una de
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las primeras 3 filas obtenemos una particién de 37 que tiene todas sus partes distintas y
una fila menos.

e © o o o o o o o e © o o o o o o o o
® e e ©o o o ©° o ® o o © o o ©° o o
e © e o o o o ;oooooooo
® o o © o o e o o © o o

® o o o ® o o o©

e o o

Notemos que si apliciramos esta transformacién en el caso en que hay exactamente k filas
yb=kFk

no obtendriamos un diagrama con una fila menos. Observemos que este caso ocurre si y
sélo si hay k filas, la iltima fila tiene k£ puntos y cada fila tiene exactamente un punto
menos que la fila anterior, lo que pasa si y solo si

(k—1k 3k>—k

n=k+k+1)+k+2)+ -+ (k+k—1)=k>+ 5= 3

es decir, si y s6lo si n = ay

Luego, si n # ap, Br para todo k, podemos definir una aplicacién f del conjunto de
diagramas de Ferrer con n puntos que tienen un ntimero par de filas en el conjunto de
diagramas de Ferrer con n puntos que tienen un nimero impar de filas de la siguiente
manera:

Dado un diagrama de Ferrer F con n puntos que tiene un nimero par de filas definimos
f(F) como el diagrama que resulta de aplicarle la transformaciéon A a F si en F se tiene
que k < b o como el diagrama que resulta de aplicarle la transformacion B a F si en F se
tiene que k > b.

Dejamos como ejercicio mostrar que esta aplicacion es biyectiva.

Ahora, observando que hay tantos diagramas de Ferrer con n puntos que tienen un nimero
par de filas como particiones de n en un ntmero par de partes, todas distintas, y que
lo mismo vale si cambiamos “par” por “impar”, entonces de lo anteriror resulta que, si
n # ag, Br para todo k, entonces p(n, D*) = p(n, D7), es decir, p(n, D*) —p(n, D™) = 0.
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Veamos ahora qué ocurre en el caso en que n = ag o n = fg.

Notemos que si n = ag, entonces hay un tnico diagrama de Ferrer al que no le podemos
aplicar la transformaciéon B: el que tiene exactamente k filas y para el cual vale b = k.
Este diagrama, al que denotaremos por F{ tiene una cantidad par de filas si y sélo si & es
par. Ademas, no existe ninguno al que no le podamos aplicar la transformacion A. Luego,
si k es par ahora podemos definir f en la misma forma que antes, pero del conjunto de
diagramas de Ferrer con n puntos que tienen un ntimero par de filas y son distintos de Fy
en el conjunto de diagramas de Ferrer con n puntos que tienen un nimero impar de filas.
Esta aplicacion es biyectiva y por lo tanto en este caso se tiene que p(n, DY)—1 = p(n, D7),
es decir, p(n, D¥) —p(n, D7) =1 = (—1)*,

Andlogamente, si k es impar podemos definir f en la misma forma que antes, pero del
conjunto de diagramas de Ferrer con n puntos que tienen un ntimero par de filas en el
conjunto de diagramas de Ferrer con n puntos que tienen un ntimero impar de filas y
son distintos de Fy. Esta aplicacion es biyectiva y por lo tanto en este caso se tiene que
p(n, D) = p(n, D) — 1, es decir, p(n, DT) — p(n,D~) = -1 = (—1)*,

Finalmente, si n = [ entonces hay un tnico diagrama de Ferrer al que no le podemos
aplicar la transformacién A: el que tiene exactamente k filas y para el cual vale b = k + 1.
Este diagrama tiene una cantidad par de filas si y sélo si k es par. Ademads, no existe
ninguno al que no le podamos aplicar la transformacién B. Luego, razonando como en
el caso anterior resulta que p(n, D¥) — p(n, D~) = (—1)*, tanto para k par como para k
impar. o

Veamos ahora cémo este lema nos permite hallar una relacién de recurrencia para p(n).

Z 1 1 1
p\n 1—;[;1—x21—gj3 ......

Sabemos que

Luego,
(1—2z)(1-2%)(1-2%. Zp

Ahora, usando el lema, se tiene que

<Z(—1)k(a:°‘k + .T'Bk)) (Zp(n) x") =1

k=1

3k% — k 3k2
donde oy, = — y Br = T+’ es decir,

(1-z—2>+2°+2" -2 =2 +..) (p(0) +p()z +p(2)2” + p(3)2°® +--+) =1

ya que p(0) = 1. Por lo tanto, el coeficiente de ™ en el miembro izquierdo de esta igualdad
debe ser cero para todo n > 1. Luego, definiendo p(m) = 0 para todo m < 0, resulta que

p(n) =p(n—1) —=p(n —2)+p(n—5)+p(n—7) —p(n—12) —p(n —15) +--- =0
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de donde
p(n) =p(n—1)+pn—2)—p(n—>5) —p(n—17)+p(n—12) + p(n —15) —--- =
=p(n—ai)+p(n—p1) —pn —az) —p(n—PB2) +p(n —az) +p(n—B3) — -

es decir,
oo

p(n) = (—=1)**p(n — ax) + p(n — )]
k=1
Notemos que la suma de la derecha es, en realidad, una suma finita.

Por ejemplo, usando esta recurrencia y el hecho de que p(0) = 1, vemos que los valores de
p(n) para n entre 1y 8 son p(1) = p(0) = 1, p(2) = p(1) +p(0) = 2, p(3) = p(2) +p(1) = 3,
p(4) = p(3) +p(2) =5, p(5) = p(4) + p(3) — p(0) = 7, p(6) = p(5) + p(4) — p(1) = 11,
p(7) = p(6) + p(5) —p(2) — p(0) = 15y p(8) = p(7) + p(6) — p(3) — p(1) = 22.

10. Particiones de un conjunto.

Recordemos que ya hemos visto dos problemas relacionados con las particiones de un
conjunto. El primero consistia en hallar la cantidad de particiones de un conjunto de n
elementos en k partes. A estos nimeros, a los que denotamos por S(n, k), los llamamos
nimeros de Stirling de segunda especie. El segundo problema consistia en determinar la
cantidad total de particiones de un conjunto de n elementos. A estos nimeros, a los que
denotamos por B(n), los llamamos nimeros de Bell.

FEn esta seccion consideraremos ahora otro problema relacionado con las particiones de un
conjunto €2 de n elementos.

Dados n enteros no negativos A1, Ao, ..., A\, tales que n = 1A +2Xs + - - - +nA\,, queremos
determinar cudntas particiones hay de 2 que tengan \; partes con un solo elemento, Ao
partes con 2 elementos, ..., A, partes con n elementos.

Para concretar la idea consideremos el siguiente ejemplo. Sea 2 un conjunto de n = 15
elementos y sean Ay = 1, Ao =4, A3 =2 y \; = 0 para 4 < i < 15. ;Cuantas particiones
hay de 2 que tengan 1 parte con un elemento, 4 partes con dos elementos y 2 partes con
tres elementos? Notemos que podemos pensar este problema de la siguiente manera:
Supongamos que queremos particionar un conjunto de 15 diplomdticos en 7 partes, una
con un diplomatico, cuatro con 2 diplomaticos y dos con 3 diplomaticos. ;De cuantas
maneras lo podemos hacer? Llamemos x a este ntimero y ahora calculemos x resolviendo
el siguiente problema de dos maneras distintas:

Dado un conjunto con 15 diplomaticos, queremos seleccionar uno para enviar a Austria,
dos para enviar a Brasil, dos para Colombia, dos para Dinamarca, dos para EEUU, tres
para Finlandia y tres para Grecia. ;jDe cuantas maneras podemos hacer esto?

Notando que esto es lo mismo que determinar la cantidad de permutaciones con repeticién
de ABBCCDDEEFFFGGG, resulta que la solucién es W Ahora resolvamos este
problema de la siguiente manera:
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Primero particionamos el conjunto de los 15 diplomaticos en en 7 partes, una con un
diplomético, cuatro con 2 diploméaticos y dos de 3 diplomaticos y luego asignamos los
diplométicos de cada parte con k elementos a los paises a los que hay que enviar k
diplomaticos. La solucién entonces es x 1! 4!2!. Luego debe ser W =x114!2!, de

donde obtenemos que =z = (1!)1(2!)41(53!!)2 Tt

Generalizando esta idea se tiene que si A1, Ag,..., A, son enteros no negativos tales que
n =1 A1+2Xy+- - -+n, entonces la cantidad de particiones de un conjunto de n elementos
que tienen A partes con un solo elemento, Ay partes con 2 elementos, ..., A, partes con n

elementos es
n!

AN (2172 - () A Aol Al

Configuracién ciclica. Sea m € Sg la permutacién 7 = (2) (6) (5 7) (8 9) (1 4 3). Esta
permutacién tiene dos ciclos de longitud 1, dos ciclos de longitud 2 y un ciclo de longitud

3. (Cuéantas permutaciones de Sy tienen la misma configuracién ciclica que 7, es decir,
tienen dos ciclos de longitud 1, dos ciclos de longitud 2 y un ciclo de longitud 3?7

Para resolver este problema primero determinemos cuantas particiones hay del conjunto
de n = 9 elementos Q = {1,2,...,9}, que tengan A; = 2 partes con un elemento, Ay = 2
partes con dos elementos y A3 = 1 partes con tres elementos. Tomando A; = 0 para
1=4,5,...,9 resulta que lo que queremos es determinar cuantas particiones hay de {2 que
tengan A1 partes con un solo elemento, Ay partes con 2 elementos, ..., A, partes con n
elementos, donde Aq, ..., \, satisfacen n = 1Ay + 23 + - -- + n\,. Luego, la cantidad de

particiones es
9!

(1hH2(2h)2(3nt2r2! 1!
Ahora notemos que cada parte con k elementos da lugar a (k — 1)! ciclos distintos de

longitud k. Luego, la respuesta a nuestro problema es
9! 9!
01011112 = 0N (102 (2h!
(1H2(2hH2(3ntar2i! (1!)2(2!)2(3!)12!2!1!( )17
En general, dados A1, Ao, ..., Ay, queremos determinar cuantas permutaciones de S,, tienen

A1 ciclos de longitud 1, As ciclos de longitud 2, ..., A, ciclos de longitud n. Notemos que
sin # 1A\ 42Xy +- - -+ n), entonces no puede existir ninguna permutacién en S,, con esa
configuracion ciclica, por lo tanto podemos suponer que n = 1A; +2Ay+---+nA, y en tal
caso el problema se resuelve determinando primero cudntas particiones hay de {1,2,...,n}
que tengan A; partes con un solo elemento, Ay partes con 2 elementos, ..., A\, partes con
n elementos y luego multiplicando este resultado por la cantidad de permutaciones ciclicas
de cada una de esas partes. Luego, la respuesta es
n!
A% @ ) Dgl-1 (O AD% (= h =
n!

N 1A12A2 .n/\n)\l!)\g! RN )‘n‘
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Notacién: Denotaremos por C(A1, Ag, ..., A,) a la cantidad de permutaciones de S,, que
tienen A; ciclos de longitud 1, A, ciclos de longitud 2, ..., A, ciclos de longitud n.

Ejemplo: Permutaciones de Sy.

Agrupemos las 24 permutaciones de Sy segin su configuracion ciclica:

Con la configuracién Ay = 0, Ao = 0, A3 = 0, Ay = 1, se tienen las C'(0,0,0,1) = 43!1! =6
permutaciones (1234), (1423),(1342),(1243),(1324)y(1432).

Con la configuraciéon A\y = 1, Ay = 0, A3 = 1, \y = 0, las C(1,0,1,0) = ﬁ;'v =8
permutaciones (1) (2 3 4), (1)(2 4 3), (2)(1 3 4), (2)(1 4 3), (3)(1 2 4), (3)(1 4 2),

(4)(123)y (4)(132).
Con la configuracién A\; = 0, Ay = 2, A3 = 0, \y = 0, las C(0,2,0,0) = 224!2! =3
permutaciones (12)(34), (13)(24) y (14)(23).

Con la configuraciéon Ay = 2, Ay = 1, A3 =0, Ay = 0, las C'(2,1,0,0) = ﬁ = 6 per-
mutaciones (1) (2) (34), (1) (3)(24), (1) (4)(23), (2) (3) (14), (2) (4)(13) y (3) (4) (1 2).

Con la configuracion A\; = 4, Ay = 0, A3 = 0, Ay = 0,1a C(4,0,0,0) = - ; = 1 permutacién

!
(1) (2) (3) (4).
Indicador de ciclos. Definimos la funcién generatriz de C'(A1, Ag, ..., A,) como el poli-
nomio en las n indeterminadas t,%o,...,%,
Zs (t1,ta, ... ty) = > CA,Ag, o ) B3 32 Lt

1)\1 +2)\2+---+n)\n =N

Zsg, se llama el indicador de ciclos de S,, pues cada uno de sus términos identifica una
configuracion y su coeficiente es la cantidad de permutaciones de S,, que tienen dicha
configuracion. Por ejemplo, para n = 4,

Zg, = t1* + 6t12 ty + 3to® + 8ty t3 + 6t4*

11. Teoria de Polya.

Comenzaremos por dar algunas nociones elementales sobre teoria de grupos que necesitare-
mos mas adelante.

Grupos finitos.

Definicién: Sea G un conjunto y sea * una operaciéon en G, es decir, una funciéon que a
cada par de elementos f,g € G le asigna un elemento de G' al que denotamos por f * g.
Diremos que (G, *) es un grupo si se verifican

i) * es asociativa, es decir, fx (g« h) = (f*xg)xh Vf,g,heG

ii) * tiene elemento neutro, es decir, existe e € G tal que fxe= f=exf Vfe G

iii) todo elemento de G tiene inverso, es decir, para todo f € G existe un elemento de G
al que denotamos por f~! que satisface f* fl=e= f"1x f
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Diremos que (G, %) es un grupo finito si es un grupo y, ademds, el conjunto G es finito.
Sea (G, *) un grupo. Dejamos como ejercicio verificar que el elemento neutro y el inverso
de cada elemento de GG son tnicos.

Definicién: Diremos que H es un subgrupo de G si H C G y se verifican

i) fxge H Vf,ge H

ii) e € H (donde e es el elemento neutro de G)

iii) f~' € HVf € H (donde f~! es el inverso de f en G)

Dejamos como ejercicio probar que si H es un subgrupo de G entonces (H, *) es un grupo.

Si S es un subconjunto no vacio de GG entonces
H:{hl*hz*...*hn/nE]NyhiESohfleS(lgign)}

es un subgrupo de G. Este subgrupo se llama el subgrupo generado por S o también el
subgrupo generado por fi, fa,..., fs, donde f1, fa,..., fs son los elementos de S.

Ejemplo 1: El grupo simétrico.

Si se toma como operacién la composicion de funciones, el conjunto
Sp=A{m:{1,2,...,n} — {1,2,....n} /7 es biyectiva }

es un grupo finito, llamado el grupo simétrico.

Indicador de ciclos de un subgrupo de S,,. Extenderemos ahora la definicion del
indicador de ciclos, que hemos definido para el grupo S,,, a los subgrupos de S,,. Si H es
un subgrupo de S,,, denotaremos por Cg (A1, A2, ..., \,) a la cantidad de permutaciones
de H que tienen A; ciclos de longitud 1, Ay ciclos de longitud 2, ..., A, ciclos de longitud
n, donde Aq,..., A, satisfacen 1A\; +2Xy +---+n)\, = n, y definimos el indicador de ciclos
de H como el polinomio en las n indeterminadas tq,ts,....t,

ZH(tl,tg,...,tn): Z CH()\l,)\z,...,)\n)ti\thQ...t;:n
1)\1+2)\2+---+n)\n:n

Por ejemplo, H = {(1234), (13)(24), (14321), (1)(2)(3)(4)} es un subgrupo de
Ss. En este caso Cg(Ay,...A4) = 0 salvo en los casos Ay =0, \g =2, A3 =0, Ay, =0y
)\1:0, )\2:0, )\3:0, )\4:1y>\1:4, )\2:0, )\3:0, )\4:0 Enelprimercaso
se tiene que Cy(0,2,0,0) = 1, en el segundo que Cg(0,0,0,1) = 2 y en el tercero que
Cg(4,0,0,0) = 1. Luego, el indicador de ciclos de H es Zg = t52 + 2ty + t1*.
Observacién: Dada 7 € S,,, denotemos por \;(7) a la cantidad de ciclos de m de longitud
J (1 < j < n. Entonces, para cualquier subgrupo H de S,

Zy(tita, ... ta) = 3 31052 e (™)
we€H
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Ejemplo 2: Grupo de rotaciones del octaedro.

Llamaremos cuerpo rigido a un sistema finito de puntos de IR? tal que la distancia entre dos
cualesquiera de ellos se mantiene constante a través de un movimiento. Estamos interesados
en aquellos movimientos del cuerpo rigido en el espacio cuya posicién final se superpone con
la posicién inicial. Siun punto queda fijo con el movimiento, tal movimiento es equivalente
a una rotacién alrededor de un eje que pasa por el punto fijo (Teorema de Euler). A tales
rotaciones las llamaremos rotaciones de simetria. Notemos que la composicion de dos
rotaciones de simetria es una rotaciéon de simetria. Mds atn, el conjunto de todas las
rotaciones de simetria de un cuerpo rigido es un grupo con la composiciéon.

Por ejemplo, tomemos como cuerpo rigido el octaedro

donde hemos fijado una numeracién de sus vértices, y consideremos las siguientes rotaciones

R, = giro de 90° alrededor del eje 1 6 que lleva el vértice 5 a 2
Ry = giro de 180" alrededor del eje 1 6 que lleva el vértice 5 a 3
R3 = giro de 270 alrededor del eje 1 6 que lleva el vértice 5 a 4
R, = giro de 360° alrededor del eje 1 6 = identidad

Observemos ademas que estas son las Uinicas rotaciones de simetria del octaedro que dejan
fijo el vértice 1. Mas atn, notemos que R1, Ry, R3 y R4 dejan fijos los vértices 1y 6 y que
Rq lleva el vértice 5 a 2, el vértice2a3,3a4dy4ab Rollevabad, 3ab 2ady4da?2,
Rz llevada4,4a3,3a2y2ab. Luego, Ry, Rs, R3 y R4 son cuatro rotaciones distintas
y son las tinicas que dejan fijo al vértice 1.

Dejamos como ejercicio comprobar que el conjunto {R1, Re, R3, R4} es un grupo con la
composiciéon. Por ejemplo, el inverso de R; es R3 ya que la composicién de R; con Rs
es la identidad. Sin embargo, este grupo no contiene todas las rotaciones de simetria del
octaedro. Por ejemplo, una rotaciéon de 90° alrededor del eje 5 3 no fija al vértice 1, por
lo tanto no puede ser ninguna de las anteriores.

Si agregamos las 5 rotaciones T4, T5s,...T5 que llevan el vértice 1 a cada uno de los otros
vértices (y por lo tanto son todas distintas), que son

T, = giro de 90° alrededor del eje 5 3 que lleva 1 a 2
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Ty = giro de 90° alrededor del eje 4 2 que lleva 1 a 3

T3 = giro de 270° alrededor del eje 5 3 que lleva 1 a 4

T, = giro de 270° alrededor del eje 4 2 que lleva 1 a 5

Ts = giro de 180 alrededor del eje 4 2 que lleva 1 a 6

obtenemos, por composicién con las anteriores, las rotaciones de simetria del octaedro:
TeR; (1 <k <5,1 <14 <4). Mostraremos ahora que estas son todas las rotaciones de
simetria del octaedro, y que son todas distintas.

Veamos que son todas distintas. Supongamos que T, R, = T,R,. Como R, y R, dejan
fijo al vértice 1, se tiene que T,R,(1) = T,R,(1) = T,(1) = T,,(1), de donde debe ser
p = u. Luego, T,R, = T}, R,, y por lo tanto Tp_lTqu = Tp_lTpRv7 con lo cual R, = R,
lo cual ocurre si y sélo si g = v.

Ademas, dado que R; fija el vértice 1 para todo i y ninguna de las T}, fija el 1, se tiene que
TwR; # R; V1 <14,5 <4, 1<k <5.

Luego, el conjunto

G={R;/1<i<4}U{TuR;/1<k<5 1<i<4}

tiene 24 elementos, y todos ellos son rotaciones de simetria del octaedro.

Veamos ahora que G es el grupo formado por todas las rotaciones de simetria del octaedro,
es decir, que toda rotacién de simetria del octaedro es alguno de los 24 elementos de G.
Sea W una rotacién de simetria del octaedro. Si W(1) = 1, entonces W = R; para algin
i entre 1y 4y por lo tanto W € G. Y si W(1) = m, donde m es alguno de los vértices
2,3,4,506,sea k (1 <k <5) tal que Ty lleva 1 a m, es decir, T;(1) = m. Entonces
(T,"'W)(1) = T, '(m) = 1. Luego, Tx~'W = R; para algtin i entre 1 y 4, de donde
resulta que W =Ty R; € G.

Luego, el grupo de rotaciones de simetria del octaedro es el grupo de 24 elementos

G={R;/1<i<4}U{TuR;/1<k<5 1<i<4}

Cada rotacion del octaedro permuta los 6 vértices, las 8 caras y las 12 aristas. Analicemos
las permutaciones de los vértices. Si p es una rotacién del octaedro entonces su restriccién
al conjunto de vértices, a la que por abuso de notacién indicaremos también por p, satisface
p:{1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6} y es una biyeccién.

Notemos que el conjunto de permutaciones de los vértices

H={p:{1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6} / p€ G}

es un subgrupo de Sg de 24 elementos.
Calculemos el indicador de ciclos de H. Las 24 permutaciones de H son

Ry = (1)6)(5234), Ry =(1)(6)(53)(24), Rz = (1)(6)(5 4 3 2),
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Ry =(1)(2)(3)(4) (5) (6), TiRy = (1 23)(456), ToRy = (13 4)(265),
TRy = (145 (362), TuRi = (152)(346), TsRy = (16)(5 )( 4)
TiRy = (12)((35)(46), ToRy = (24)(13)(56), Tz3Ry = (5 3) (2 )( 4),
TuRy = (24)(15)(6 3), TsRy=(5)(3)(42)(16), TiRz = (1 25)(3 6 4),
TR = (13204 65), TR =(143)(256), Tuky = ( 5 4) (2 6 3),
TsRy = ()()(1462) ( (1563), T5R4=(4)()( 6) (5 3),

Se tiene entonces que los Cy (A1, ..., Ag) no nulos son
Cy(6,0,0,0,0,0) =1,

Cy =(2,2,0,0,0,0) =3,

Cyg =(2,0,0,1,0,0) =6,

Cy(0,3,0,0,0,0)=6y

Cy(0,0,2,0,0,0) = 8.

Luego, el indicador de ciclos de H es Zg = 1% + 3t12 22 + 6t12 t4 + 612> + St32.

Ejemplo 3: El grupo ciclico de orden n.

Consideremos un poligono regular de n vértices en el plano. Estamos interesados en
aquellas rotaciones en el plano tales que la posicion del poligono luego de aplicar la rotacién
coincide con su posicion antes de la rotacién. Hay exactamente n de estas rotaciones, que
son las que se obtienen rotando el poligono en direccién antihoraria en un angulo igual

2’” (k=1,2,...,n). Numeremos consecutivamente a los vértices del poligono con los
ntumeros 1, 2, ..., n. Por ejemplo, para n = 6, se tiene la numeracién de los vértices del
hexagono regular

Si ahora consideramos el conjunto H, de todas las permutaciones de los vértices que
resultan como consecuencia de cada una de estas rotaciones, observamos que H,, es el

subgrupo de S,, generado por la permutacién p = (1 2 3 ... n) (que es la permutacién
de los vértices que corresponde a la rotacién del poligono en direccién antihoraria en un
dngulo de 2%). es decir, H, = {p,p?,p°,...,p"}. Llamaremos a H, el grupo ciclico de

orden n. Por ejemplo, para n = 5 se tiene que
H; ={(12345), (13524),(14253), (15432), (1)(2)(3)(4) (5)}

y su indicador de ciclos es Zg, = t1° + 4ts.
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En cambio, para n = 6 se tiene que
He={(123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264),
(165432), (1)(2)(3) (4)(5) (6)}
y su indicador de ciclos es Zg, = t1® + t23 + 2t32 + 214,

Consideremos ahora el caso general. Queremos hallar Zpg |,

En primer lugar, para cada m entre 1 y n, debemos conocer cémo es la estructura ciclica
de p™.

Sea i cualquier vértice entre 1 y n. Notando que p™(i) es el resto de dividir por n a
m + i se tiene que p™ (i) = rp(m + i), p"(m +1i) = ro(m + rp(m +19)) = r,(2m + i),
P (2m + i) = rp(3m+1), ...

Luego, el ciclo de p™ que contiene a i es (i r,(m +1i) r,(2m+1i) r,(3m+1) ---),
de donde resulta que la longitud del ciclo de p™ que contiene a ¢ es el menor k tal que
rn(km + 1) = i, es decir, el menor k£ € IN tal que km + i =i (n). Luego, la longitud del
ciclo de p™ que contiene a i es el menor k£ € IN tal que n | km.

Sea d = (n : m) el maximo comin divisor entre n y m. Entonces % es un niimero natural
yn|Zmpues Tm=n"y 2 €Z Ademas, si r € IN satisface que n | rm, entonces

d d
Zlr%. Como % y " son coprimos esto implica que % | r de donde % < r. Esto muestra
que el minimo k € IN tal que n | km es k = 7.

Conclusion: todos los ciclos de p™ tienen la misma longitud k£ = 7. Por lo tanto, p™ tiene
7 = d ciclos de longitud k = %, donde d = (n : m).

En particular, hemos probado que todos los elementos de H,, tienen 3 ciclos de longitud
k para algin k£ € IN que divide a n. Luego, para hallar Zg, s6lo nos queda determinar

cudntos elementos de H,, tienen 7 ciclos de longitud k para cada divisor positivo k de n.

Sea k un divisor positivo de n. Notemos que, para cada m entre 1y n, p™ tiene 7 ciclos

de longitud k si y sélo si ¢ = (n: m).

Afirmacién: T = (n:m)siysélosim=af conacN,a<ky(a:k)=1
En efecto, si 7 = (n : m) entonces, ¥ | m y por lo tanto m = a 7 para algin a € IN.
Ademds, como m < n entonces a < k y como 7 = (n : m) entonces

n n n o n, n

- = n:a—:k—:a—:—a:k

" ey = (ke = T as k)

y por lo tanto (a: k) = 1.

Reciprocamente, sim =a 7 con a € N, a <k y (a: k) =1 entonces

n n n n

(n:m):(n:aE):(k%:a%):E(a:k):E

Luego, la elementos de Hy, tienen 7 ciclos de longitud k es igual al cardinal del conjunto

{aeN/a<ky(a:k)=1}
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Por lo tanto, para cada divisor positivo k de n hay exactamente ®(k) elementos de H,, que
tienen 7 ciclos de longitud £, donde ® denota la funciéon de Euler. Luego, el indicador de
ciclos de H,, es

Zi,(tita, b)) = > B(k) i
kln

Ejemplo 4: El grupo dihedral de grado n.

Consideremos un poligono regular de n vértices en el plano. Ahora estamos interesados en
las rotaciones y reflexiones en el plano tales que la posicion final del poligono coincide con
su posicion inicial.

Sabemos que hay n rotaciones, que son las que se obtienen rotando el poligono en direccion
22—“ (k=1,2,...,n). Veamos cuéles son las reflexiones.
Para ello, primero numeremos consecutivamente a los vértices del poligono con los niimeros

antihoraria en un dngulo igual a

1, 2, ..., n. Por ejemplo, paran =15

hay 5 refexiones que son:
la reflexion respecto del eje 1 A (que permuta los vértices 3 y 4, 2 y 5 y fija el vértice 1
la reflexion respecto del eje 2 B (que permuta los vértices 1y 3, 4 y 5 y fija el vértice 2

(

(
la reflexion respecto del eje 3 C (que permuta los vértices 2 y 4, 1y 5 y fija el vértice 3
la reflexion respecto del eje 4 D (que permuta los vértices 3y 5, 1 y 2 y fija el vértice 4
(

la reflexion respecto del eje 5 E (que permuta los vértices 1 y 4, 2 y 3 y fija el vértice 5

y para n = 6

46



Combinatoria

hay 6 reflexiones que son:

la reflexién respecto del eje 1 4 (que permuta los vértices 2y 6, 3 y 5 y fija los vértices 1
y 4)

la reflexién respecto del eje 2 5 (que permuta los vértices 1y 3, 4 y 6 y fija los vértices 2
y 5)

la reflexién respecto del eje 3 6 (que permuta los vértices 1y 5, 4 y 2 y fija los vértices 3
y 6)

la reflexién respecto del eje A B (que permuta los vértices 2y 3,4y 1y 5y 6)

la reflexién respecto del eje C D (que permuta los vértices 4y 3, 6 y 1y 5y 2)

la reflexién respecto del eje E F (que permuta los vértices 2y 1,4y 5y 3y 6)

En general, un poligono regular de n lados tiene n reflexiones. Si n es impar, estas son las
reflexiones respecto del eje que pasa por un vértice y el punto medio del lado opuesto (que
son n) y, si n es par, son las reflexiones respecto del eje que pasa por un par de vértices
opuestos (de las cuales hay 3) y las reflexiones respecto del eje que pasa por los puntos
medios de un par de lados opuestos (de las cuales también hay %).

Sea D,, el conjunto de todas las permutaciones de los vértices que resultan como con-
secuencia de cada una de las rotaciones o reflexiones del poligono regular de n lados.
Dejamos como ejercicio verificar que D,, es un subgrupo de S,, que tiene 2n elementos, al
que llamaremos el grupo dihedral de grado n.

Por ejemplo, para n = 5 se tiene que

Ds={(12345), (13524), (14253), (15432), (1)(2)(3) (1) (5),
(14)(23)(5), (13)(45)(2), (12)(53)(4), (34)(25)(1), (15)(24)(3)}

y para n = 6 se tiene que

D¢={(123456), (135)(246), (14
(165432), (1) )
)

(13)(46)(2) (5
(43)(16)(52), (12)

Calculemos ahora Zp,_ . Si consideramos las permutaciones de D, correspondientes a
rotaciones, sabemos que para cada divisor positivo k de n hay exactamente ®(k) de ellas
que tienen 7 ciclos de longitud k, donde ¢ denota la funciéon de Euler. Veamos qué ocurre
con las reflexiones.

n—1
2

de un lado del eje de reflexion con su opuesto respecto del eje y deja fijo un vértice que es

Si n es impar, entonces cada reflexion permuta cada uno de los vértices que quedan

el que esta ubicado sobre el eje. En este caso, los n elementos de D,, correspondientes a
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las reflexiones tienen "T_l ciclos del longitud 2 y un ciclo de longitud 1. Por ejemplo, para

n = 5, las b permutaciones de D5 correspondientes a reflexiones son

(14)(23)(5), (13)(45)(2), (12)(53)(4), 34)(25)(1), (15)(24)(3)

y todas ellas tienen % = 2 ciclos de longitud 2 y un ciclo de longitud 1.

Luego, si n es impar, el indicador de ciclos de D,, es

ntity T + Y (k) t
k|n

Por ejemplo, el indicador de ciclos de D5 es Zp, = 5t1t22 + t1° + 4ts.

. n . . _

En cambio, si n es par, las 3 reflexiones respecto del eje que pasa por un par de vértices

n—2
2

opuesto respecto del eje y deja fijos dos vértices, que son los que estan ubicados sobre

opuestos permutan los vértices que quedan de un lado del eje de reflexiéon con su

el eje y las 2 reflexiones respecto del eje que pasa por los puntos medios de un par de

2
lados opuestos permutan los % vértices que quedan de un lado del eje de reflexién con
su opuesto respecto del eje. En este caso, de los n elementos de D,, correspondientes a

las reflexiones, 5 de ellos tienen "T_Q ciclos del longitud 2 y dos ciclos de longitud 1 y los
restantes 5 tienen 3 ciclos de longitud 2. Por ejemplo, para n = 6, las 6 permutaciones

de Dg correspondientes a reflexiones son

(26)(35)(1)(4), (13)(46)(2)(5), (15)(42)(3)(6),
(23)(14)(56), (43)(16)(52), (12)(45)(36)
las tres primeras tienen 852 = 2 ciclos de longitud 2 y dos de longitud 1 y las otras tres

2
S =3 ciclos de longitud 2.

Luego, si n es par, el indicador de ciclos de D,, es

tienen

n n—2 n n n

St T St ) O(k) R

212 -|-22 -|-k| ()k
n

Por ejemplo, para n = 6 el indicador de ciclos de Dg es

Zpg = 3t12ta% 4+ 3to> + 1% + 123 + 237 + 2t6 = 317 to? + 4103 + 116 + 2633 + 216
En resumen,

( nty tgnT_l + Zq)(k) ti si n es impar
kln

ZDn(tl,tg, . ..,tn) =

Et12t2nT_2 + ﬁtgg + Z(I)(k) ti*  sin es par
2
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Teorema de Burnside.

Comenzaremos esta secciéon con un ejemplo. Hay 16 maneras de pintar los vértices de un
cuadrado con dos colores, blanco y negro, que son

@ Q

C, )
© © © @
o & C )

T
L1
[ 1L

Como se observa, las 16 figuras se agrupan en 6 clases. Las figuras de cada clase pueden
obtenerse unas de otras aplicando alguna de las cuatro rotaciones del cuadrado. Por lo
tanto, si consideramos equivalentes dos figuras cuando una de ellas se obtiene de la otra
por una rotacién del cuadrado, entonces hay sélo 6 figuras no equivalentes.

Si numeramos los vértices del cuadrado en la forma
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cada figura se puede identificar con una funcién f : {1,2,3,4} — {B, N} que asigna a
cada uno de los cuatro vértices B o N segin el vértice sea blanco o negro. Componiendo
una permutacién de Sy correspondiente a una rotacién del cuadrado con una de estas
funciones (que representa una figura) obtenemos otra funcién (que representa otra de las
figuras de su misma clase). De esta manera, la clase de equivalencia de una figura se
obtiene componiendo cada una de las permutacion de S4 que corresponden a una rotacién
del cuadrado con la funcién que representa a dicha figura. Esto nos permite expresar
analiticamente el concepto geométrico de rotar la figura en otra equivalente. Por ejemplo,
componiendo la permutacién p = (1 2 3 4), correspondiente a la rotacién en sentido
horario de 90°, con la funcién f definida por f(1) = N, f(2) =N, f(3)= B, f(4) =N
que representa la figura

obtenemos la funcién g = f p definida por g(1) = N, ¢(2) = B, ¢g(3) = N, g(4) = N que
representa la figura (equivalente a la anterior)

4 1

es decir, p transforma la primera figura en la segunda figura

Si X es un conjunto, denotaremos por Sx al conjunto
Sx ={m: X — X /m es biyectiva}

A los elementos de Sx los llamaremos permutaciones de X. Dejamos como ejercicio
mostrar que Sx es un grupo con la composicién de funciones. Si, ademés, X es finito
entonces Sx es un grupo finito.
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Teorema de Burnside: Sea X un conjunto finito y sea G un subgrupo de Sx. Sea K
un conjunto finito y sea F' un subconjunto finito de funciones de X en K.
Sea ~ la relacién de equivalencia en F' definida por

f~g < 3dneG/g=fm

Entonces la cantidad de clases de equivalencia es

vzéﬂZNUGFVfwzﬁl

TeG

Demostracién: Veremos primero que si f y g pertenecen a la misma clase de equivalencia,
entonces {r € G/ fr=g}|=|{c € G/go = g}|. Sea T € G tal que f = g7. Entonces
la aplicacion h: {m € G/ fr =g} — {0 € G/go = g} definida por h(7w) = 77 es una
biyeccion.

En primer lugar, notemos que dada 7 € G tal que fr = g, como f = g7 entonces
h(m) = 7 € G y satisface gh(n) = grm = frm = g, es decir, h estd bien definida.
Ademas, h es inyectiva pues

him)=Wr") = 7o=77 = n=7

1

y es suryectiva pues dada o € G tal que go = g, tomando m = 77" ¢ resulta que

fr=frlto=go=gy h(r)=17"t0=0

SiC = {f1,f2,-.-,fs} es una clase de equivalencia de F entonces, dada m € G, f; 7 es
equivalente a f1 y por lo tanto f; 7 € C, de donde f; m = f; para algin ¢ entre 1 y s. Luego

G=J{reG/hn=1}
=1

y esta unién es claramente disjunta.
Por lo tanto, usando lo que probamos antes, resulta que

Gl= HreG/fim=Ffi}=) UreG/fin=f}=3 HreG/fr=F}

fec

Sean Cq1,Cs,...,C, las clases de equivalencia de F. Ahora, definiendo para cada f € F,
m € G,
o(f.m={; SIr=1

0 sino
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y usando que

DD (fm =D 6(f.m)

neG feF feEFmeG

y que F' es la unién disjunta de sus clases de equivalencia, obtenemos que

SHFeF/ fr=fH= Y 6(fm)=>_> 0(fm)=> {reG/fr=[}=

TEG T€G feF fEF neG fEF
=Y HreG/fr=fH+ ) HreG/fr=f}+ -+ > HreG/fr=Ff}=
fecs fecs fec,

=[Gl +lG[+ -+ |G| = v[G]|

Luego, .
= @ZI{feF/fwsz

TeG

v

como queriamos probar. o

En el ejemplo de pintar los vértices de un cuadrado de blanco o de negro, se tiene que
K ={B,N}, X ={1,2,3,4} es el conjunto de vértices del cuadrado, y cada elemento f de
F' es una funcién f : X — K que representa una coloracién de los vértices del cuadrado,
es decir, una de las figuras. En este caso, G es el subgrupo de 4 elementos de Sy

G={(1)(2)(3)(4),(1234),(13)(24),(1432)}

que representa cada una de las 4 rotaciones del cuadrado:

7= (1)(2) (3) (4), que representa una rotaciéon de 0°, deja fijas las 16 figuras

7 = (123 4), que representa la rotacién de 90° en sentido horario, deja fijas sélo 2 figuras:
la que tiene todos sus vértices blancos y la que tiene todos sus vértices negros.

7w = (1 3) (2 4), que representa la rotacién de 180° en el sentido horario, deja fijas las 4
figuras

30 92 3 2 3 2 3 2

y ® = (1 4 3 2), que representa la rotacién de 270° en sentido horario, deja fijas s6lo 2
figuras: la que tiene todos sus vértices blancos y la que tiene todos sus vértices negros.

Luego, hay i (16 + 2 + 4 4 2) = 6 clases de equivalencia.

En general, si el conjunto finito K es un conjunto de colores y cada f : X — K es una
coloracién de los elementos de X (f(z) es el color con el cual pintamos al elemento z)
nos preguntamos si, al aplicar una permutacion a los elementos de X, el color asignado a
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cada elemento de X no ha cambiado (es decir, si la permutacién deja fija la figura a la que
representa f).

Por ejemplo, si X es un conjunto de 8 elementos, pintamos los elementos 1, 2, 6 y 7 de
blanco y los restantes de negro en la forma

4
]

Oor
(o))
~

la funcién f es la definida por

f(1)=f(@2)=f(6)=f(7)=By f(3)
si ahora aplicamos la permutaciéon = = (1 2 3) (4

(
fr@2) =N, fr(3) =B, f(4) =N, f(5) = N, f(6

tanto, la figura resultante es

fA)=f6)=f@)=N
5)(6 7)(8), se tiene que f=w(l) = B,
)= DB, f(7) =By f(8 = N. Por lo

1 4
O (
6 7
O O ®
O ) ® 8
3 2 5

Observamos que para que no cambie ninguno de los colores asignados a los elementos de
X al aplicar la permutacion «, los elementos de un mismo ciclo de 7 deberian ser todos
del mismo color. En esta figura esto no ocurre para el ciclo (1 2 3) y eso produce que los
elementos 1, 2 y 3 no conserven su color al aplicar . Luego, la figura no queda fija por .

Lema: Sea 7w una permutacién de un conjunto finito X y sea f una funcién de X en un
conjunto finito K. Entonces fm = f siy sélo f(z) = f(y) para todo par de elementos z,y
de X que pertenezcan a un mismo ciclo de 7

Demostracién: (<) Supongamos que f(z) = f(y) para todo par de elementos z,y de X
que pertenezcan a un mismo ciclo de w

Dado z € X, debemos ver que (f 7)(z ) f
al mismo ciclo de w. Luego f(z) = f(y) = (

(). Sea y = w(z). Entonces x e y pertenecen
f)(@).

(=) Supongamos ahora que (fm)(z) = f(=
un ciclo de m entonces f(z2) = (f 7r)(:1:1) =
flxa) = (fm)(z3) = flws) = f(z1), ..., flz

f(w1) =flz2) = ... = f(x;). O

(1), f(xs) = (fm)(w2) = fla2) = fla1),

)-
7r
) para todo z € X. Si (z1 z2 ...,xzs) €s
f
o) = (fm)(@s-1) = fws—1) = f(21). Luego,
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Supongamos ahora que X = {1,2,...,n}, K es un conjunto de m elementos y F es el
conjunto de todas las funciones de X en K.

Dada una permutaciéon 7 de X (es decir, un elemento de S,;) queremos determinar cuantas
funciones de X en K quedan fijas por , es decir, |{f € F/ fm = f}|.

Por ejemplo, si X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} y m = (13)(24)(5)(6) (789) entonces f € F
queda fija por 7 si y sélo si f(1) = f(3), f(2) = f(4), f(7) = f(8 = f(9). Luego, hay
exactamente m° funciones de X en K que quedan fijas por .

En general, si 7w tiene Ai(7) ciclos de longitud 1, As(w) ciclos de longitud 2, ..., A, (7)
ciclos de longitud n entonces la cantidad de funciones que quedan fijas por 7 es

{feF/fr=f}=mM@HRmt P — pha(mplam  ppdn(m)

Luego, si F es el conjunto de todas las funciones de X = {1,2,...,n} en K, G es un
subgrupo de S,, y ~ es la relacién de equivalencia en F' definida por

fr~g <= 3dmeG/g=frw
Entonces, aplicando el teorema de Burnside y teniendo en cuenta que

ZG(tl, t27 cey tn) — Z ti\l(W)t;\2(7T) . tzn(ﬂ')
weH

resulta que la cantidad de clases de equivalencia es

V=E1|Z|{f€F/f7r=f}|=

TE€EG
_ ﬁ S M) e )
TE€EG
1
= @Zg(m,m,...,m)

Hemos demostrado entonces el siguiente corolario del teorema de Burnside

Corolario: Si F es el conjunto de todas las funciones de X = {1,2,...,n} en un conjunto
finito K, G es un subgrupo de S,, y ~ es la relacién de equivalencia en F' definida por

f~g < 3dmeG/g=fn

entonces la cantidad de clases de equivalencia es v = ﬁZg(|K|, |K]|,...,|K]), donde
Zg(t1,ta, ..., t,) es el indicador de ciclos de G.

Ejemplo 1: Si pintamos los vértices de un pentdgono de blanco, negro, amarillo o rojo y
consideramos que dos figuras son equivalentes si una se obtiene de la otra por una rotacion
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del pentagono, entonces la cantidad de clases de equivalencia es |?1|ZG (4,4,4,4,4), donde
G = Hs. Como |G| =5y Zg = t] + 4t5 entonces la cantidad de clases de equivalencia es

45 4 4.4

=208
)

Ejemplo 2: ;Cuantos collares de 8 cuentas se pueden obtener si se utilizan cuentas rojas,
verdes o amarillas?

Esto es lo mismo que determinar de cuantas maneras se pueden pintar los vértices nu-
merados de un octégono regular con tres colores, considerando equivalentes las figuras que
quedan fijas por las rotaciones y reflexiones del octégono.

En este ejemplo, X = {1,2,...,8}, F es el conjunto de todas las funciones de X en
K ={R.V, A} (es decir, todas las maneras de colorear los vértices con los colores dados)
y G = Dg es el grupo dihedral de rotaciones y reflexiones del octégono regular, que es un
subgrupo de Sg de 2.8=16 elementos.

Teniendo en cuenta que el indicador de ciclos de Dg es

Zpy = 4112 15° + 5t2* + 115 + 2t4% + 4tg

se tiene entonces que la cantidad de collares, que es igual a la cantidad de clases de
equivalencia, es

1
@ZD8(|K|7|K|77|K|) =
1
= 1 (4.3%3% + 5.3 +3% +2.32 +4.3) =
1
=% (4.3° + 5.3 + 3% + 2.3% + 4.3)

Teorema de Polya.

Supongamos que pintamos los vértices de un cuadrado de blanco o negro, y consideramos
que dos figuras son equivalentes si una se obtiene de la otra por una rotacién del cuadrado.
Como ya vimos, esto parte al conjunto de figuras en las 6 clases de equivalencia

© Sy
G D
® D @ ® Q
€ ONENC, G O

(G}
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®
€
® ® ©
C o ©
o —o
*e—o

Notemos que si dos figuras pertenecen a la misma clase de equivalencia entonces tienen la
misma cantidad de vértices negros y la misma cantidad de vértices blancos. Sin embargo,
la reciproca no es cierta. Por ejemplo, las figuras

no pertenecen a la misma clase de equivalencia pero ambas tienen dos vértices negros y
dos blancos.

Si llamamos c(k1, k2) a la cantidad de clases de equivalencia cuyas figuras tienen k; vértices
blancos y ko negros, se tiene entonces que ¢(4,0) =1, ¢(3,1) = 1. ¢(2,2) = 2, ¢(1,3) =1,
0(0,4) =1 y C(kl,kg) =0 si kl —I—kg 7£ 4

En general, si G es un subgrupo de S, y F' es el conjunto de todas las funciones de
X ={1,2,...,n} en un conjunto finito K = {c1, ¢, ..., ¢y} y consideramos la la relacién
de equivalencia ~ en F' definida por

f~g < 3dneG/g=fm

resulta que si f y g estdn en la misma clase de equivalencia entonces |f~1(¢;)| = |97 (c;)|
para todo ¢ entre 1 y m.

Sin embargo, tal como pasaba en el ejemplo anterior, si k; = |f~!(c;)| (es decir, si f
toma kq valores iguales a ¢y, ko valores iguales a cs, ..., ky, valores iguales a ¢,,) puede
haber funciones que estén en clases de equivalencia distintas de la clase de f que también
tomen k; valores iguales a ci, ko valores iguales a co, ..., ky, valores iguales a c¢,,. Nos
preguntamos, para cada ky, ks, ..., ky,, cudl es la cantidad ¢(kq, ko, ..., ky) de clases de
equivalencia cuyos elementos toman k; valores iguales a ¢y, ko valores iguales a co, ..., kp,
valores iguales a c¢,,. Claramente, este nimero serd cero si ki1 + kg + - -+ + k,, # n, por lo
que supondremos que ky + ko + - - - + ky, = n.
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Para cacular este niimero, hallaremos el polinomio en las m indeterminadas cq, ca, . . ., Cm,

ki K .
E c(ki, ko, k)it cs? oo
ki+ko+-+km=n

A este polinomio lo llamaremos el tnventario de funciones equivalentes. Por ejemplo, si G
es el grupo ciclico de orden 4 (que representa las rotaciones del cuadrado) y K = {b,n},
el inventario de funciones equivalentes es b* + b3n + 2b%n2 + bn> + n?.

Ejemplo: Supongamos que pintamos los vértices de un hexagono con 3 colores, a, by
¢ y consideramos que dos figuras son equivalentes si una se obtiene de la otra por una
rotacién o una reflexién del hexdgono. Nos preguntamos cuadntas figuras no equivalentes
hay que tengan k; vértices del color a, ko vértices del color b y k3 vértices del color ¢,
donde kq + ko + k3 = 6.

En este caso, F' es el conjunto de todas las funciones de X = {1,2,...,6} en K = {a,b,c}
y G = Dg y estamos considerando que dos funciones f y g son equivalentes si f = g7 para
algin 7 € G. Queremos determinar la cantidad c(kq, ko, k3) de clases de equivalencia tales
que sus elementos toman k; valores iguales a a, ko valores iguales a b y k3 valores iguales
a c.

Notemos que esto es lo mismo que hallar primero todas las figuras que tienen k; vértices
del color a, ko vértices del color by k3 vértices del color ¢ y luego clasificarlas en clases de
equivalencia. La cantidad de clases de equivalencia serd el nimero c¢(kq, ko, k3) que estamos
buscando.

Sea F’ el conjunto de todas las funciones que toman k; valores iguales a a, ko valores
iguales a b y k3 valores iguales a c, es decir,

Fr={feF/|fa)l=k|f 10| =kay |f(c)| = ks}
Si consideramos ahora la relacion de equivalencia ~ en F’ definida por
f~g < 3dmeG/g=fn

entonces c(k1, ka, k3) es la cantidad de clases de equivalencia.
Por el teorema de Burnside, se tiene que

(s konks) = = S [{f € F' [ frn=f}]

|G| TE€EG

Sea m € G. Recordemos que f € F’ satisface fm = f siy sélo si f es constante en cada
ciclo de w. Supongamos que 7 tiene A\ (7) ciclos de longitud 1, Ao(7) ciclos de longitud 2,
..+, Ag(m) ciclos de longitud 6. Entonces, si ¢y (k1, ko, k3) = |{f € F' / f7 = f}|, se tiene
que ¢y (k1, ko, k3) es el coeficiente de a*1b¥2c*s del polinomio

(a+b+ )M (a2 4+ 0% + )22 (63 + % 4 ) ) (a8 4 b + ¢5)Pe(m)
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Combinatoria

Por ejemplo, si m = (2) (5) (1 3) (46), entonces fr = fsii f(1)= f(3)y f(4) = f(6). En
este caso el polinomio es

(a+b+c)(a+b+c)(a®+b*+c?)(a® +b* + )

Al calcular el coeficiente de a3b?c aplicando la propiedad distributiva, vemos que hay 4

formas de obtener a3b?c que son

a2

a2

b2
b2

v: )
v: )
2 )

)

c)\a

(
( c
(

a

(
a (

(o )( )
(@ ) ) )
(o )( )(a
(@ ) )( )(a®

( c

lo que se identifica con las coloraciones

a

pintar el vértice 2 del color ¢, el 5de a,el 1 yel 3dea,eldy6deb
pintar el vértice 2 del color a, el 5dec,ell1 yel3dea,eldy6deb
pintar el vértice 2 del color ¢, el 5de a,el 1 yel 3deb,eldy6dea
pintar el vértice 2 del color a, el 5dec,el1yel3deb,eldy6dea

es decir, con las funciones

f(2)=c¢ f(5)=a, f(1) = f(3) = a, f(4) = f(6) =b
f(2)=a, f(5)=¢, f(1) = f(3) = a, f(4) = f(6) = b
f(2)=c¢ f(5)=a, f(1) = f(3) =D, f(4) = f(6) = a
f(2)=a, f(5)=¢, f(1) = f(3) =0, f(4) = f(6) = a

que son todas las funciones que quedan fijas por m y toman 3 valores a, 2 valores b y un
valor ¢, es decir, ¢,(3,2,1) = 4.
Y al calcular el coeficiente de ab*c aplicando la propiedad distributiva, vemos que hay 2
formas de obtener ab*c que son

lo que se identifica con las coloraciones
pintar el vértice 2 del color ¢, el 5de a,el 1 yel 3deb,eldy6deb
pintar el vértice 2 del color a, el 5dec,ell1yel3deb,eldy6debd

es decir, con las funciones

f2)=¢c, f(5)=a, f(1)=f(3) =0b, f(4) = f(6) =1b

f2)=a, f(5) =c, f(1)=f(3) =b, f(4) = f(6) =b

que son todas las funciones que quedan fijas por 7 y toman un valor a, 4 valores b y un
valor ¢, es decir, ¢, (1,4,1) = 2.
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Combinatoria

Luego,

(a+b+c)>‘1(7’)(a2 —|—b2 +c2)>\2(7r) o (a6 —|—b6 +CG)>\6(7T) _ Z Cﬂ(kl, kz, kg)ak1bk2ck3
ki1+k2+k3=6

Sumando sobre todo 7 € Gy dividiendo por |G| obtenemos

1
|G| D (a+b+ MM (@® 07+ )N (0 + b0+ ) =
TeG
1
N @ Z Z cvr(kl, ko, kg)alﬁ k2 ks —
T€G ki1+k2+k3=6
1
= Z akrpke oks & Z cr(ky, ko, k3) =
k1+ka+k;=6 G| %,
1
= Z aklbkzckgﬁzHfEF//fﬂ':fH:
ki1+ko+kz=6 oG
- Z c(klu k2, ]{33) akl bk2 ck3
ki+ko+ks=6

Ahora, notando que

1
@Z(a+b+c)>\1(w)(a2_|_b2_+_02)>\2(7r)...(a6+b6+cﬁ)>\6(ﬂ) _

TeG
1
= @ch(a+b+c,a2+b2+c2,...,a6+b6+06)
ya que
Zg =Y ;™2™ e
TeG
Yy que

> clky, ko, ks) abph e
k1+ko+ks=6

es el inventario de funciones equivalentes, se tiene que el inventario de funciones equiva-
lentes es igual a

@Zg(a+b+c,a2+b2+c2,...,a6+b6+06)
En este caso, com G = Dg y

Zpe = 3t12ta? + 4ts” + 1% + 2t3° + 26

se tiene que el inventario de funciones equivalentes es

1
E(g(a+b+0)2 (a®+b°+c*)? +4(a> +b°+ ) + (a+b+c)° +2(a® + 6 + %) +2(a® + %+ 9))
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Combinatoria

Luego, la cantidad c(kq, k2, k3) de figuras no equivalentes que tienen k; vértices de color
a, ko vértices del color b y ks vértices del color ¢ es el coeficiente de a*1b¥2cFs de

1 1 1 1 1
Z(ohtbjtc)2 (a2+b2+02)2+g(a2+b2+c2)3+E(a+b+c)6+6(a3+b3+c3)3+6(a6+b6+06)

Por ejemplo, la cantidad de figuras no equivalentes que tienen 1 vértice de color a, 2 vértices
del color b y 3 vértices del color c es ¢(1,2,3) =1+ 1—12(?) (g) = 6.

En el caso general, se tiene el siguiente

Teorema de Polya: Sea G un subgrupo de S,,, sea K = {cj,¢a,...,¢n} un conjunto
finito y sea I el conjunto de todas las funciones de {1,2,...,n} en K.
Sea ~ la relacién de equivalencia en F' definida por

f~g < 3dneG/g=fm

Entonces la cantidad de funciones no equivalentes que toman ki valores iguales a ¢, ko
valores iguales a cy, ..., kn valores iguales a ¢, es el coeficiente de ¥k .. chm del
polinomio

2

1
@Zg(cl+cz+---+cm,c%+c%+---+cm,...,c’f+c§+---+c%)

Ejemplo 1: Supongamos que una molécula tiene la estructura de la figura

1 2
6 C C 3
5 4

donde en cada uno de los extremos numerados puede colocarse uno de dos posibles atomos
distintos: a o b. ;Cudntas moléculas distintas que tengan 2 dtomos de a y 4 dtomos de b
pueden formarse?

Dejamos como ejercicio verificar que en este caso el grupo el sugrupo de Sg que representa
los movimientos de la figura cuya posicion final coincide con la posicién inicial es

G={(1)(2)(3)(4)(5)(6), (3)(6) (15)(24), (12)(45)(36), (14)(25)(36)}
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Combinatoria

cuyo indicador de ciclos es Zg = t? + 112192 + 2t53. Luego, el inventario de figuras en este
caso es

1
ZZg(a+b,a2+b2,...,a6+b6) =

1
= Z((a—f-b—l—c)G—l—(a+b+c)2(a2+b2—|—c2)2+2(a2+b2—|—02)3) =
= a% 4+ 2a°b + 6a*b? + 64363 + 6a2b* + 2ab® + b°

Por lo tanto, hay 6 moléculas distintas que tienen 2 4tomos de a y 4 dtomos de b.

Ejemplo 2: ;Cuéntos collares de 7 cuentas hay que tengan 3 cuentas rojas, 2 verdes y 2
amarilas?

En este caso G = Dy, cuyo indicador de ciclos es
Zg =Tt t® + 11" + 6ty

Luego, el inventario de figuras es
1
ﬁZg(a+b+c,a2+b2+c2,...,a7+b7+c7) =

1
:ﬁ[7(a+b+c)(a2+b2+c2)3+(a+b+c)7+6(a7+b7+c7)]

El coeficiente de a®b?c? en este polinomio es

i 70)6)+ () ()]

Por lo tanto hay 18 collares que tienen 3 cuentas rojas, 2 verdes y 2 amarilas
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