Existencia

1. El principio de los casilleros.

Si queremos colocar 13 bolillas en 12 cajas, es evidente que en alguna caja deberemos
colocar al menos dos bolillas. Lo mismo ocurre si en lugar de 13 bolillas tuviésemos 17. Y
también si tuviésemos 25. Mas aun, si tuviésemos 25 bolillas entonces podemos asegurar
que en alguna caja deberemos colocar al menos 3. Este es un caso particular del siguiente
teorema, conocido como el principio de los casilleros.

Teorema: (Principio de los casilleros) Sean A y B dos conjuntos finitos no vacios y sea
R una relacién de A en B. Entonces se verifican:

i) da € A tal que |R(a)| >

IR
|4]
ii) Ja € A tal que |R(a)| < %

IR]
B
IR]
1B
donde R(a) = {b € B/ (a,b) € R} y R™! denota la relacién inversa de R.

Demostracién: Como R = U ({a} x R(a)) y esta unién es disjunta entonces se tiene

iii) 3b € B tal que [R71(b) | >

iv) 3b € B tal que |[R71(b) | <

acA
que [R| =3 |R(a)
acA
R
i) Si fuese |R(a) | < ||A || para todo a € A entonces se tendria que
R R(a R A R R
RI=Y R@| <Y B = ja . Bl e
ach sea A 4]
lo cual es un absurdo.
ii) Idem i) cambiando < por >
iii) Aplicar i) a la relacién R~! y observar que |[R~!| = |R |
iv) Aplicar ii) a la relaciéon R~! o
Ejemplo: Sea S un conjunto con 100 elementos y sean A4, ..., Aso subconjuntos distintos

de S con 40 elementos cada uno. Entonces existe z € S tal que = pertenece a por lo menos
20 de los conjuntos A;.
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En efecto, si definimos una relacién R de {A;,..., A5} en S en la forma
(A;,s) € Rsiysélosise A;

resulta que, por el principio de los casilleros, existe z € S tal que

R| 5040

el 202y
R ($)|_|S| 100 20

Luego, existe x € S tal que
{Ai/z € Ai} | = [{Ai/ (Ai,) e R} | = [{Ai/ (x, 4) e R™} ] = |[R7H(z) | > 20

Veamos ahora qué sucede con el principio de los casilleros en el caso particular en que la
relaciéon es una funcién de A en B. Si f : A — B es una funcién de A en B entonces
If|= Z |f(a)| = |A| pues |f(a)| = 1 para todo a € A. Luego, i) dice que existe a € A

acA
A A
tal que 1 > :A: y ii) dice que existe a € A tal que 1 < :A: Esto significa que i) y ii) no
aportan ninguna informacién. Pero iii) y iv) se traducen en:
A
iii) 3b € B tal que [f~1(b) | > ||B||
: - 141
iv) 3b € B tal que |f~1(b) | < B

donde f~1(b) ={a € A/ f(a) = b}

Ejemplo: Sean A, B y C tres conjuntos disjuntos. Entonces cualquier subconjunto de 5
elementos de AU B U C contiene tres elementos del mismo conjunto (A o B o C) o un
elemento de cada uno.

En efecto, supongamos que U = {x1, 22, 23,24, 25} es un subconjunto de 5 elementos de

AUBUC. SiU no contiene ningtin elemento de A entonces podemos definir una funciéon
f:U— {B,C} en la forma:

| B siz; €B

f@’)_{c siz; € C

Luego, |f~Y(B)| > g >20 |[fHO)| > 2 >2 de donde |f~Y(B)| >3 o [f~1(C)| > 3.
Luego hay al menos tres elementos de U que pertenecen al mismo conjunto. Lo mismo
ocurre si U no contiene ningiin elemento de B o ningtin elemento de C.

Observacién: Si f : A — B es una funcién y |A| > |B| entonces 3b € B tal que
|f~1(b) | > 2, es decir, Jaj,az € A, ay # as, tales que f(ay) = f(az). El caso particular
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en que |A| = |B|+ 1 puede interpretarse de la siguiente manera: “si k + 1 objetos son
colocados en k casilleros entonces algin casillero debe contener al menos dos objetos”.

Ejemplo: Llamaremos lattice points a los puntos del plano que tienen ambas coordenadas
enteras. Veremos que dados 5 lattice points pi,...,ps en el plano, hay (al menos) dos de
ellos tales que el punto medio del segmento que los une es también un lattice point. Para
ello, definimos la funcién f : {p1,...,ps} — {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} en la forma:

si pi = (ai, bz) entonces f(p,) = (7"2(@,’), Tg(bz))
donde r9(a) denota el resto de la divisién de a por 2. Luego, por la observacién, i # j
tales que f(p;) = f(p;). Por lo tanto ry(a;) = r2(a;) y 72(b;) = r2(b;), de donde a; +a; y
b; + b; son pares.

ai—l—a]-

Luego, el punto medio del segmento que une p; con p;, que es ( 5, #), tiene ambas

coordenadas enteras.

Notar que para 4 puntos el resultado anterior es falso: si consideramos los lattice points
p1 =(0,0), po = (0,1), p3 = (1,0) y ps = (1,1) entonces el punto medio de segmento que
une dos cualesquiera de estos puntos nunca es un lattice point.

Teorema: Dados o € R y n € IN existen p,q € Z talesque 1 <¢<ny |a— §| < n%;
Demostracion: Sea

f:{1,2,...,n,n+1}—>{[0,%>,[%,%),..., {”;11)}

la funcién definida por

() = [E,k+1> siy s6lo si ja — [j.a] € {E,k+1> (0<k<n-1)

n n n n

donde [j.a] denota la parte entera de j.«

Notar que f estd bien definida pues j.oo — [j.a] pertenece al intervalo [0, 1) que es la unién
disjunta de los intervalos [ £, 21} (0 <k <n —1).

Por la observacién, 35 > i, (1 < j,i < n+ 1) tales que f(j) = f(i). Sea k, 0 <k <n—1,
tal que f(j) = [%, %) = f(i). Entonces j.a — [j.a] € [%, Tl) e i.a — [i.a] € [%, %)

de donde |(j.a — [j.a]) — (l.a — [i.a]) | < L
Tomando p = [j.a] — [i.a] y g=j —iresultaque p,g e Z, 1 <qg<ny

q.

o=t \ = [g.a—pl=ljo—i.a - [ia] + [ia]| = |G - [ja]) - (o~ [ia]) | < -

es decir, |a — L| < ni_q O

Este teorema garantiza la existencia de un nimero racional g que aproxima “bien” a un
dado numero irracional a.
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Definicién: Un grafo es un par (V, E) donde V es un conjunto finito y F es un conjunto
de pares de elementos distintos de V. Llamaremos vértices o nodos a los elementos de V' y
ramas o arcos a los elementos de E. Cuando nos importe el orden en las ramas (es decir,
cuando las ramas sean pares ordenados de elementos distintos de V') diremos que el grafo es
dirigido. En caso contrario, (es decir, cuando las ramas sean pares no ordenados) diremos
que el grafo es no dirigido pero, por abuso de notacién, seguiremos escribiendo (v, w) para
denotar una rama en lugar de {v, w}, entendiendo que en ese caso (v, w) = (w, v). Diremos
que dos vértices v y w de un grafo G (dirigido o no dirigido) son adyacentes si (v, w) € E
o (w,v) € E.

Ejemplo 1: Consideremos el grafo no dirigido G = (V. E) donde V = {1,2,3,4,5} y
E={(1,3),(2,3),(3,5),(1,4),(4,5) }. En este caso los vértices 1 y 4 son adyacentes pero
los vértices 2 y 4 no lo son.

Un grafo no dirigido G puede representarse graficamente en el plano poniendo un punto
por cada vértice de G y una curva simple uniendo v y w para cada rama (v, w) de G. De
esta manera, el grafo del ejemplo 1 puede representarse graficamente en la forma

=

EJemplo 2: Consideremos el grafo dirigido G = (V,FE) donde V = {1,2,3,4,5,6} y
=1{(2,3),(3,2),(4,3),(3,5),(1,4),(4,5),(5,6),(6,1) }. En este caso los vértices 3 y 4
son adyacentes pero los vértices 2 y 4 no lo son.

Un grafo dirigido G' puede representarse graficamente en el plano poniendo un punto por
cada vértice de Gy una curva simple dirigida de v y w para cada rama (v, w) de G. De
esta manera, el grafo del ejemplo 2 puede representarse graficamente en la forma

; 2
A2

Definicién: Dados un grafo G = (V, E) y dados vy,v, € V diremos que una sucesion

\
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C = (e1,...,en—1) de elementos de E es un camino de vy a v, si ;1 # e; para todo
2<i<mn-—1y existen vy,...v,—1 € V tales que e; = (v;,v;41) para todo 1 < i <n — 1.
En tal caso diremos que v1,...,v, son los vértices del camino C. Si v; # v; para todo
1 # j diremos que el camino es simple. Sin > 3, v = v, y v1,...,v,_1 son todos distintos
diremos que el camino es un ciclo o también que es un circuito.

En el grafo del ejemplo 1, la sucesion (2,3),(3,5),(5,4), (4,1) es un camino simple de 2 a

1 y la sucesién (1,3),(3,5),(5,4),(4,1) es un ciclo. En el grafo del ejemplo 2, la sucesién

(5,6),(6,1),(1,4), (4,3),(3,2),(2,3) es un camino de 5 a 3. Este camino no es simple. La
4)

2
sucesion (5,6), (6,1),(1,4),(4,5) es un ciclo. También lo es la sucesion (2, 3), (3, 2).
)

Definicién: Sea G = (V, E) un grafo y sea u € V. Definimos
i(u)={veV/(v,u) € E}| indegree de u

o(u) ={veV/(uv) € E} outdegree de u

y definimos el grado de u como

5(u) = i(u) + o(u) si G es dirigido
i(u) si G es no dirigido

Tanto en el caso dirigido como no dirigido resulta que §(u) es la cantidad de vértices que
son adyacentes a u. (Observemos que si G es no dirigido entonces los conjuntos que definen
i(u) y o(u) son iguales y por eso no los contamos dos veces).

En el grafo del ejemplo 1 los vértices 1, 4 y 5 tienen grado 2, el vértice 2 tiene grado 1y
el vértice 3 tiene grado 3.

En el grafo del ejemplo 2 los vértices 1, 2 y 6 tienen indegree 1, outdegree 1 y grado 2, el
vértice 3 tiene indegree 2, outdegree 2 y grado 4, el vértice 4 tiene indegree 1, outdegree 2
y grado 3 y el vértice 5 tiene indegree 2, outdegree 1 y grado 3.

Teorema: Sea G = (V, F) un grafo con |V | > 2. Entonces existen (al menos) dos vértices
de G' que tienen el mismo grado.

Demostracién: Sea m = |V | > 2. Entonces, para cada v € V se tiene que §(v) puede
ser 0,1,2,...0m — 1.

Primer caso: si 6(v) > 1 para todo v € V.
En este caso definimos una funcién f : V. — {1.2,...,m — 1} de un conjunto de m
elementos en un conjunto con m — 1 elementos en la forma f(v) = §(v). Luego, existen

v,w €V, v#w, tales que §(v) = §(w).

Segqundo caso: si §(u) = 0 para algin u € V.

En este caso d(v) < m — 1 para todo v € V pues si v # u entonces el conjunto de vértices
que son adyacentes a v no puede contener a u. Ahora también definimos una funcion
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f:V—{0,1,2,...,m — 2} de un conjunto de m elementos en un conjunto con m — 1
elementos en la forma f(v) = d(v). Luego, Jv,w € V, v # w, tales que d(v) = d(w). o

Definicién: Sea G = (V, E) un grafo. Un subconjunto S de V se dice independiente si
ningin par de elementos de S son adyacentes.

En el grafo del ejemplo 1, {1,2,5} es un conjunto independiente. También lo es {2,4}. En
el grafo del ejemplo 2, {1,2,5}, {2,4,6}, y {3,6} son conjuntos independientes.

Diremos que S C V' es un maximo conjunto independiente en G si S es independiente y
|S| > |T' | para todo subconjunto independiente 7' de V. Denotaremos por a(G) al cardinal
de un méaximo conjunto independiente en G.

Definicién: Sea G = (V. E) un grafo no dirigido. Definimos el nimero cromatico de G,
X(@G), como el minimo niimero de colores que se necesitan para colorear los vértices de G
de forma tal que dos vértices adyacentes nunca tengan el mismo color.

Por ejemplo, si K4 es el grafo completo no dirigido de 4 vértices

o — 0

()

se tiene que X(K4) = 4, pero si consideramos el grafo G que resulta de quitarle a K4 una
rama (y ningin vértice)

entonces X(G) = 3.

Teorema: Sea G = (V, F) un grafo no dirigido con m vértices. Entonces a(G).X(G) > m.

Demostracién: Sea n =X(G) y sea f : V. — {aj,...,a,} una coloracién de G con n
colores. Entonces, por el principio de los casilleros, |f~1(a;)| > % = % para algin

i entre 1y n. Pero a(G) > |f~1(a;)|Vj = 1,2,...,n pues S = f~!(a;) es un conjunto
independiente (si v,w € f~!(a;) entonces v y w estdn pintados del mismo color y por lo
tanto no pueden ser adyacentes). Luego, a(G) > % O

Nota: Un grafo no dirigido se dice planar si puede dibujarse en el plano de manera que
SUuS ramas no se corten.

Por ejemplo, K4 es un grafo planar pues puede dibujarse en el plano en la forma
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; V]
Se sabe que si G es un grafo planar entonces X(G) < 4. Luego, a(G) > 7.

A cada mapa le podemos asociar un grafo planar (no dirigido) G = (V, E) donde V es el
conjunto de regiones del mapay E = { (v,w) /v y w tienen una frontera comin}.

1 2
o\ °
o/
3

/

* — o0
4 5

mapa grafo asociado

La desigualdad a(G) > % significa que un mapa con m territorios necesariamente tiene
al menos 7' territorios que no tienen fronteras comunes dos a dos y X(G) > 4 significa
que alcanzan 4 colores para colorear cualquier mapa de manera que dos regiones con una
frontera comin estén pintadas de distinto color.

Supongamos ahora que tenemos un grafo no dirigido con 2n vértices que no contiene
ningin triangulo (es decir, que no contiene ningin subconjunto de tres vértices que sean
adyacentes dos a dos). ;Cudl es el maximo nimero de ramas que puede tener G? Por
ejemplo, consideremos el grafo bipartito no dirigido y completo K,, ,,, cuyo conjunto de
vértices es la unién disjunta de dos conjuntos de n elementos Ay By donde (v, w) es una
rama si y sélosiv € Ay w € B. Por ejemplo, para n = 4 el grafo bipartito no dirigido y
completo Ky 4 es
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El grafo bipartito completo K, ,, tiene 2n vértices y no contiene ningtn tridngulo. Este

2

grafo tiene n* ramas. Veremos que este es el maximo niimero de ramas posible.

Teorema: (Mantel, 1907) Si G es un grafo no dirigido con 2n vértices y al menos n? + 1
ramas entonces G contiene un tridngulo.

Demostracién: Por induccién en n. Sin = 1 entonces G no puede tener n? + 1 ramas o
mas. Luego, la afirmacion es cierta para n = 1.

Supongamos ahora que vale para n y sea G un grafo con 2(n + 1) ramas y (n + 1)2 + 1
ramas. Sean u y v dos vértices adyacentes de G (siempre existen pues G tiene al menos
una rama, entonces los extremos de esa rama son adyacentes).

Sea H el grafo que resulta de quitarle a G los vértices u y v y todas las ramas que inciden
en ellos. Si H tiene al menos n? + 1 ramas entonces contiene un tridngulo por hipétesis
inductiva y por lo tanto GG contiene un tridngulo. Supongamos entonces que H tiene a lo
sumo n? ramas y definamos la relaciéon R de A = {u,v} en B = {vértices de H} en la

forma:
(r,z) € R siysélosixy zson adyacentes en G

Denotemos por E(H) al conjunto de ramas de H y por F(G) al conjunto de ramas de G.
Como |R|+ 1+ |E(H)| = |E(G)| entonces

R|>Mm+1)2+1-1-n*=2n+1

Entonces, por el principio de los casilleros, existe z € B tal que

R| _2n+1
R~! >|—>
R7E) 2 5 2

Luego, existe z € B tal que [R™1(2)| > 2. Esto significa que existe un vértice z de G,
z # u,v, tal que (u,z) € Ry (v,2) € R. Luego, z es adyacente au y a v en G y, como u y
v eran vértices adyacentes de G entonces los vértices z, u y v forman un tridngulo en G. o

Veamos ahora una aplicacion del principio de los casilleros que tiene que ver con colora-
ciones de los lattice points en el plano.

Teorema: Consideremos el conjunto de 21 lattice points en el plano {1,2,...,7} x{1,2,3}
y supongamos que hemos coloreado cada uno de esos puntos de verde o de rojo. Entonces
existen cuatro de esos puntos, todos del mismo color, que son los vértices de un rectangulo
cuyos lados son paralelos a los ejes.

Demostracién: Llamaremos columna a cualquier subconjunto de {1,2,...,7} x {1,2,3}
que formado por los tres puntos que tengan la misma primera coordenada. Diremos que
un punto es el primer punto de una columna si es el que tiene segunda coordenada 1, que
es el segundo punto si es el que tiene segunda coordenada 2 y el tercer punto si es el que
tiene segunda coordenada 3.
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columna

. . . o o ° ° <«——— tercer punto
. . . . ° ° ° <« segundo punto
. . . . ° ° ° <«———  primer punto

Cada columna de 3 puntos contiene 3 puntos verdes o 2 verdes y 1 rojo o 3 rojos. Luego,
cada columna de 3 puntos contiene mas puntos verdes que rojos o contiene mas rojos
que verdes. Llamemos V-columnas a las columnas que tienen mdés verdes que rojos y
R-columnas a las otras.

Por el principio de los casilleros, hay al menos 4 V-columnas o al menos 4 R-columnas. En
efecto, consideremos la funcién f : A = {columnas} — B = {V, R} definida por

V' siC es una V-columna
C) =
7€) { R siC es una R-columna

% = % > 3. Luego, existe b € B tal

que |f~1(b)| > 4. Si b=V esto dice que hay por lo menos 4 V-columnas y si b = R que

Entonces se tiene que existe b € B tal que |f~1(b) | >

hay al menos 4 R-columnas. Sin pérdida de generalidad supongamos que hay por lo menos
4 V-columnas. Veremos que esto implica que hay 4 puntos verdes que son los vértices de
un rectangulo de lados paralelos a los ejes.

Sea g : {V-columnas} — {(V,V),(V, R), (R, V)} la funcién definida por

g(C) =(color del primer punto de la columna C, color del segundo punto de la columna C)

Entonces, por el principio de los casilleros, existe un elemento b € {(V, V), (V. R), (R,V)}
tal que | f~1(b)| > 5 > 1, es decir, | f1(b) | > 2.

Sib = (V,V) entonces existen al menos dos V-columnas con los primeros dos puntos verdes.
Esos 4 puntos son todos verdes y son los vértices de un rectangulo de lados paralelos a los
ejes.

Si b = (V, R) entonces existen al menos dos V-columnas con el primer punto verde y el
segundo rojo. Luego, el tercer punto de esas dos columnas debe ser verde. Tomando los
primeros y terceros puntos de esas dos V-columnas se obtienen 4 puntos verdes que son
los vértices de un rectangulo de lados paralelos a los ejes.

Finalmente, si b = (R, V) entonces existen al menos dos V-columnas con el primer punto
rojo y el segundo verde. Luego, el tercer punto de esas dos columnas debe ser verde.
Tomando los segundos y terceros puntos de esas dos V-columnas se obtienen 4 puntos
verdes que son los vértices de un rectangulo de lados paralelos a los ejes. o
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2. Sucesiones y ordenes parciales.

Definicién: Diremos que una sucesion finita de nimeros reales a4, ao, ..., a, es mondétona
creciente (respectivamente decreciente) sii a; < a; para todo i < j (respectivamente,
a; > a; para todo i < j).

Teorema: (Erdos—Szekeres, 1935) Sean m,n € IN. Entonces cualquier sucesién de
numeros reales con m.n+1 términos a1, ag, ..., Gm.nt1 contiene una subsucesiéon mondtona
creciente de m + 1 términos o contiene una subsucesién mondétona decreciente de n + 1
términos (o ambas).

Demostracion: Supongamos que ai,as,...,an.n+1 NO contiene ninguna subsucesion
mondtona creciente de m+1 términos ni tampoco contiene ninguna subsucesién monétona
decreciente de n + 1 términos. Sea f:{1,2,...,m.n+1} — {1,2,...,m} x {1,2,...,n}
la funcién definida por f(t) = (x4, y:), donde z; es la cantidad de términos que tiene la
mas larga de las subsucesiones monotonas crecientes de aj, asg, ..., Gm.pt1 que comienzan
con a; y donde y; es la cantidad de términos que tiene la mas larga de las subsucesiones
mondtonas decrecientes de ay, a9, ..., 0ny.pt1 qUe cOmienzan con a;.

Por el principio de los casilleros, existen j,k € {1,2,...,m.n + 1}, j < k, tales que
f(j) = f(k). Luego, z; = zj, e y; = y. Veamos que esto no puede ocurrir.

Primer caso: aj < ay,

En este caso, la subsucesiéon cuyo primer término es a; y los restantes términos son los
de la subsucesion mondtona creciente mas larga que comienza con ax es una subsucesion
monotona creciente de 1 + zj, términos que comienza con a;. Luego, z; > 1+ xp > .

Segqundo caso: a; > ay

En este caso, la subsucesiéon cuyo primer término es a; y los restantes términos son los de
la subsucesion monotona decreciente mas larga que comienza con ax es una subsucesion
monotona decreciente de 1+ yj términos que comienza con a;. Luego, y; > 1+yg > yi. ©

Observacion: Existe una sucesion de m.n términos que no contiene ninguna subsucesion
mondtona creciente de m + 1 términos ni una subsucesién mondtona decreciente de n + 1
términos:

n,n—1,...,2,1,2n,2n—1,...n+1,3n,3n—1,....2n+1,... . mmn,mn—1,....,(m—1)n+1

Sea X un conjunto sea < un orden parcial (es decir, una reacién reflexiva, antisimétrica
’ s
y transitiva) en X.

Definicién: Un subconjunto C' de X se llama una cadena (de X) si todo par de elementos
de C es comparable, es decir, si Va, b € C se verifica que a < bo b < a. Si C es una cadena
con |C'| = k, diremos que C' es una cadena de longitud k.

10
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Definicién: Un subconjunto A de X se llama una anticadena (de X) si ningin par de
elementos de A es comparable, es decir, si Va,b € A, a # b, se verifica que a £ by b £ a.
Si A es una anticadena con |A| = k, diremos que A es una anticadena de tamano k.

La longitud y el ancho de un orden parcial < se definen en la forma:
A(<) = max{|C|/C es una cadena } longitud

w(<) = max{|A|/ A es una anticadena } ancho

Ejemplo: Sea X = {1,2,3,...,8} y sea < el orden parcial en X

{(3,1),(4,1),(4,3),(3,2),(4,2), (4,5),(6,5),(7,5),(7,6),(1,1),(2,2),...,(8,8)}

Entonces {2,3} y {5,6,7} son cadenas y {7,1,8} y {1,2,5,8} son anticadenas. En este
caso A\(<) =3y w(L) =4.

Lema de Dilworth: Sea < un orden parcial en un conjunto finito X de al menos m.n+ 1
elementos. Entonces existe en X una cadena de longitud m + 1 o existe una anticadena
de tamano n + 1.

Demostracion: Supongamos que no existe en X ninguna cadena de longitud m + 1.
Entonces podemos definir una funcién f: X — {1,2,...,m} en la forma:

f(xz) =max{|C'|/C es una cadena, x € C'y z <z Vz € C}

Por el principio de los casilleros, existe j € {1,2,...,m} tal que |f~1(j)| > B2t > p
por lo tanto |f~1(4) | > n + 1. Veamos ahora que A = f~(j) es una anticadena, lo que
demuestra el lema ya que entonces cualquier subconjunto de n + 1 elementos de A sera
una anticadena de tamano n + 1.

Sean a,b € f~1(j), a # b. Luego, f(a) = j = f(b). Queremos ver que a £ by b £ a.
Supongamos que a < b. Sea C una cadena tal que a € C, 2 < aVz € Cy |C|= f(a) =j.
Entonces, C'U {b} es una cadena ya que si y y z son dos elementos de C' U {b} y ninguno
de ellos es igual a b entonces son comparables por ser C una cadena, ysiy € C'y z=1»
entonces son comparables pues y < ay a < b, de donde y < b= 2.

Ademads, como a < by a # b entonces b ¢ C pues z < a Vz € C. Luego,

CU{B}|=|C|+1=fa)+1=j+1=fB)+1

Pero entonces CU{b} es una cadena, b € CU{b} y z < bVz € CU{b} (pues para todo z € C
vale z < a 'y estamos suponiendo a < b, de donde z < b). Luego, f(b) > |CU{b}| = f(b)+1,
lo que es un absurdo. Hemos probado entonces que a £ b. Andlogamente se tiene que
b£La.no
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Observacion: La similitud entre el teorema de Erdos—Szekeres y el lema de Dilworth no
es coincidencia. En realidad, puede probarse que el teorema resulta como corolario del
lema (ver practica 2).

Fl siguiente teorema es equivalente al lema de Dilworth.

Teorema: Sea X un conjunto de n elementos y sea < un orden parcial en X de longitud
Ay ancho w. Entonces n < A.w

Demostraciéon: Si fuese n > A.w+1 entonces, por el lema de Dilworth, existiria en X una
cadena de longitud A+ 1 o una anticadena de tamano w + 1, lo que es una contradiccion. o

Observacion: Hemos probado que el teorema se deduce del lema de Dilworth, pero en
realidad son equivalentes (ver practica 2).

Teorema de Dilworth: Sea X un conjunto finito y sea < un orden parcial en X de
longitud A y ancho w. Entonces X es la unién disjunta de A anticadenas y también X es
la unién disjunta de w cadenas.

Dejamos como ejercicio la demostracion de que X es la union disjunta de A anticadenas.
La demostraciéon de que X es la unién disjunta de w cadenas puede consultarse en [Bo].

Corolario: Sea < un orden parcial en un conjunto finito X y sea m el minimo nimero de
cadenas disjuntas que cubren X. Entonces m = w(<).

Demostracién: Sean Cq,C5,..., (), cadenas disjuntas tales que X = C1UCyU...UC,,.
Sea w = w(<) y sea A = {x1,...,2,} una anticadena de tamano w. Luego, si x; # z;
entonces x; y x; no son comparables.

Consideremos la funcién f: A — {1,2,...,m} definida por

f(x;) =k siy sélo si z; € Cy

Entonces f estad bien definida pues Cy, Cy, ..., C,, son disjuntos y ademads es inyectiva. En
efecto, si f(x;) = k = f(x;), entonces z;,z; € Cy. Luego x; y x; son comparables pues Cj,
es una cadena, de donde debe ser z; = x;. Esto muestra que w < m.

Pero también vale que m < w ya que, por el teorema de Dilworth, X es la unién disjunta
de w cadenas. o

Ejemplo: Sea X ={1,2,3,...,7} y sea < el orden parcial en X

{(3,1),(4,1),(4,3),(3,2),(4,2), (4,5),(6,5),(7,5),(7,6),(1,1),(2,2),...,(7,7)}

y sea G = (V, E) el grafo dirigido donde V=X y F = {(z,y) e VxV /x #yyx <y},
es decir, el grafo

[Bo] Bollobés, B., Graph Theory, Cambridge Univ. Press, N.Y.
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[ _JEN]

Recordemos que un subconjunto S de V' se dice independiente si ningiin par de elementos

de S son adyacentes y que a(G) denota el cardinal de un méximo conjunto independiente
en G.

En primer lugar, notemos que como E = {(z,y) € VxV /z # yy x < y} entonces un
subconjunto S de V = X es independiente si y sélo si ningtin par de elementos de S son
comparables, ya que dados dos elementos distintos x e y, son adyacentes si y sélo si z <y
oy < z. Luego, S es un subconjunto independiente de V si y sé6lo si es una anticadena de
X. Esto muestra que a(G) = w(<).

Ademés, un subconjunto C' de X es una cadena si y sélo si los elementos de C' son los
vértices de un camino en (G. En efecto, si C' es una cadena entonces todo par de elementos
de C' es comparable y, por lo tanto, podemos ordenar los elementos de C' de menor a
mayor. Luego, C' = {y1,¥a2,...,yx} donde y; < y;11. Luego, y1 —> yo —> -+ —> yj €s
un camino en G pues (y;, yi+1) € E (1 <i <k —1)y C es el conjunto de vértices de ese
camino.

Reciprocamente, si y; — ya — - -+ — yx es un camino en G entonces (y;,¥;+1) € E de
donde y; < yi+1 (1 < i <k —1). Luego, por la transitividad, y; < y; para todo i < j, de
donde resulta que el conjunto de vértices de ese camino es una cadena en X.

Diremos que un conjunto de caminos en G es disjunto por vértices si dos caminos de este
conjunto nunca tienen un vértice en comun. Diremos que un conjunto de caminos de G
cubren V si todo v € V' es un vértice de alguno de esos caminos.

Luego, si < es un orden parcial en un conjunto X y G = (V, E) es el grafo donde V = X
yE={(z,y) e VxV/x#yyx <y}, entonces el minimo nimero de caminos disjuntos
por vértices de G que cubren V es igual al minimo niimero de cadenas disjuntas que cubren
X. Ademsds, vimos que también vale w(<) = a(G). Luego, el corolario dice que, para este
grafo G, el minimo nimero de caminos disjuntos por vértices que cubren a V es igual al
cardinal de un maximo conjunto independiente en G.

Consideremos ahora el conjunto 7' = {1,2, 3,...,n} donde n es un nimero natural dado, y
sea X el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de T', parcialmente ordenado por
inclusién. Nos preguntamos cudl es la longitud A y el ancho w de este orden parcial en X.

Calculemos primero su longitud. El subconjunto

{0,{1},{1,2},{1,2,3},...,{1,2,...,n}}

13
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es una cadena en X de longitud n + 1. Esto muestra que A > n + 1. Veamos que vale la
igualdad.

Supongamos que C' C X es una cadena de longitud k. Entonces como todo par de elementos
de C es comparable, podemos ordenar los elementos de C' de menor a mayor. Luego,
C = {S1,52,...,8k} con S; C S;y1, S; # Siy1. Entonces |S1| < |S2| < ... < |Sk]|, de
donde |So| > [S1|+1,|S5| > |Sa|+ 1, ..., |Sk| > [Sk—1]+ 1.

Luego, |Sg| > |S1|+k—1>k—1y como |Sk| <n pues Sy CT, entonces k —1 < n, es
decir, Kk <n+ 1y por lo tanto A < n + 1.

Hemos probado entonces que A =n + 1. Veamos ahora que w = <[§]>.

Lema: Sea X el conjunto de partes del conjunto T'= {1, 2,...,n}, parcialmente ordenado
por inclusiéon. Si S € X es un subconjunto de T' de cardinal k entonces hay exactamente
k! (n — k)! cadenas de longitud n + 1 en X que contienen a S.

Demostracion: Sea C una cadena de longitud n+ 1. Ordenando sus elementos de menor
a mayor, C = {S1,52,...,S,41} donde S; C S;11, S; # Siy1. Como |Sp4+1] < n pues
Sn+1 € T entonces debe valer que |S; | =i — 1 para todo i. En efecto, como

[Sipa | 2 [Si[+1 (1<i<n) (1)

entonces |Sa | > |S1|+1,[S3| > |S2|+1, ..., |Snt1]| > |Sk |[+1, de donde S, 11 | > |S1|+n.
Si fuese |S1| > 0 entonces se tendria que |S,, 11| > [S1|+n > n ysien (1) valiera > para
algin ¢ entonces se tendria que |Sy4+1| > |S1|+n de donde |Sp41| > n. Luego |S1|=0y
|Sit1|=1Si|+1 (1 <i<n)dedonde resulta que |S;| =i — 1 para todo i.

Si ademds C contiene a S entonces S; = S para algin 7, pero como |S; | =i—1y |[S|=k
entonces S = Sk41. Luego, S1,.... 541 C Sy S C Skya,..-,Sn+1-

Ademas, como S; C S;41 y |S;| =i — 1 para todo i, entonces

S1=0, S ={a1}, S3={a1,a2}, ..., Sp1 = {a1,...,ar},
Sk+2 = {al,. . .,ak_|_1}, ey Sn+1 = {al, ey Oy Qg1 - .an}

y como S = Sgy1y T = Spt1 (pues Spp1 €Ty |Spt1| = n) entonces, denotando por S’

al complemento de S respecto de T, se tiene que {ay,...,ax} =Sy {ags1...a,} = 95"
Reciprocamente, si {a1,...,ax} =Sy {ag41...a,} =S, tomando
Sl - ®7 82 - {al}, SS - {a17a2}7 SRR Sk—l—l - {a17 .- '7ak}7
Sk+2 = {al, ey ak+1}, ey Sn+1 = {al, ey Oy Qg1 - .an}
se tiene que {Si,...,S,+1} es una cadena de longitud n + 1 que contiene a S.
Luego, las cadenas de longitud n + 1 que contienen a S son de la forma {Si,...,S,11} con
S1 =0, So ={a1}, S3 = {a1,a2}, ..., Sp1 = {a1,...,ar},
Sk+2 = {al, ey ak+1}, ceey Sn+1 = {al, ey Oy Qg1 - .an}
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donde {aj,...,ar} = Sy {ags1...a,} = S’. Por lo tanto hay exactamente k! (n — k)!
cadenas de longitud n + 1 que contienen a S. o

Teorema: (Sperner, 1928) Sea X el conjunto de partes del conjunto {1,2,...,n}, parcial-
mente ordenado por inclusiéon. Si A es una anticadena de tamano m entonces m < [%]
Més aiin, w(C) = ([g]).

Demostracién: Sea A = {Ay, A, ..., A, } una anticadena de tamano m y sea k; = |A; |.
Entonces, por el lema, hay exactamente k;! (n—k;)! cadenas de longitud n+1 que contienen
a A;. Notemos que si ¢ # j las cadenas que contienen a A; son distintas de las cadenas
que contienen a A; pues, si ¢ # j, una cadena que contiene a A; no puede contener a A;
ya que A; y A; no son comparables.

Ademas, como vimos en la demostracién del lema, toda cadena de longitud n + 1 necesa-
riamente contiene a (). Por lo tanto, hay exactamente n! cadenas de longitud n + 1 pues la
cantidad de cadenas de longitud n 4 1 es igual a la cantidad de cadenas de longitud n + 1
que contienen a () que, por el lema, es 0! (n — 0)! = n!. Luego,

m

> kil (n— ki) < n!

i=1
de donde
m
1
Z T <1
’L:1 k’L

Como (,?) < ([g]) para 1 < i < n entonces

m

<>y
=

=1 i

ORAE

[

Vs 3
wl: 3

]

lo que prueba que m < ([Z]).
2

Ademas, como dos conjuntos distintos de igual cardinal no son comparables entonces los
<[Z]> subconjuntos de {1,2,...,n} de cardinal [§] forman una anticadena lo que prueba
2

que w(C) = <[7Z]). o

3

Nota: Si bien Sperner prob6 este teorema en 1928, la demostracion que dimos, que es mas

sencilla, se debe a D. Lubell.

Veamos ahora cémo son las anticadenas de X que tienen tamano ([Z]). Es claro que
2

si n es par entonces el conjunto de todos los subconjuntos de 7' de cardinal 5 es una

anticadena de tamano <Z> = <[Z]> ya que dos conjuntos distintos del mismo cardinal
2 2

nunca son comparables.
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Andlogamente, si n es impar entonces tanto el conjunto de todos los subconjuntos de T

de cardinal "T_l como el conjunto de todos los subconjuntos de T' de cardinal "TH son

anticadenas de tamafo <[E]) ya que (&) = (&) = ([Z]).
2 2

2 2
Observacién: Como vimos en la demostracién del teorema, si A = {Ay,..., A,,} es una
anticadena de tamano m y k; = |A; | entonces

Luego, m = <[g]> sii <[g]> = (;;Z) para todo 4, pues para todo 7 vale que ([g]) > (k,)

m
Mas aun, si m = ( o ) entonces Z kil (n — k;)! = n! pues
(3] ,

mkz'n— mi LR | .
T R R () ()

=1 =1 kz 1=

[y

Por lo tanto, si m = <[Z]> entonces toda cadena de longitud n + 1 contiene exactamente
2
un elemento de A.

En efecto, sabemos que hay n! cadenas de longitud n + 1. Por otra parte, la cantidad de
m

cadenas de longitud n + 1 que contienen algin elemento de A es Zki! (n — k;)! = nl.
i=1
Luego, toda cadena de longitud n + 1 debe contener al menos un elemento de A y, como

una cadena no puede contener mas de un elemento de A entonces toda cadena de longitud
n + 1 contiene exactamente un elemento de A como habia mos afirmado.

Teorema: Sea X el conjunto de partes de T' = {1,2,...,n}, ordenado parcialmente por
inclusién, y sea A una anticadena de X de tamano ([Z])
2

Entonces se verifican:

i) Si n es par entonces A es el conjunto de todos los subconjuntos de 7" de cardinal %

ii) Si n es impar entonces o bien A es el conjunto de todos los subconjuntos de T' de cardinal

n+1
5 -

"T_l o bien A es el conjunto de todos los subconjuntos de T de cardinal

Demostracién: (Lovdsz) i) Supongamos que n es par. Entonces [§] = § de donde,

por la observacion, resulta que (Z) = <|£, |) para cada A; € A. Luego |A;| = § para
2 [
cada A; € Ay, por lo tanto, cada elemento de A es un subconjunto de T' de cardinal 3.

Pero como T tiene exactamente (Z) subconjuntos de cardinal % y A tiene tamaiio (Z)
2

entonces A es igual al conjunto de todos los subconjuntos de T’ de cardinal 3
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ii) Supongamos que n es impar. Entonces [§] = "T_l de donde, por la observacion, resulta

que (&) = (IX' |) para cada A; € A. Luego, si A; € A, se tiene que |A;| = "T_l 0
2 K2

[45] = 25 yaque (22 ) = ().

2

Sea k tal que n = 2k + 1. Entonces k = "T_l =[5lyk+1= "TH Luego, para cada
A; € A se tiene que |A;| = k o |A;| = k+ 1. Como, por la observacién, toda cadena de

longitu n + 1 contiene exactamente un elemento de A entonces vale:

Si U y V son dos subconjuntos de T tales que U C V, |[U| =k y |V | =k + 1 entonces
UcAyV¢AoU¢gAyVeA

En efecto, si U = {ay,...,ar}, V ={ay,...,ax,ap41} y T —V = {agy2,...,a,} entonces,
por la observacion, la cadena de longitud n + 1

07 {a1}7 {(11, a2}7 Ty {a17 ceey (lk}, {(11, cees ak—|—1}7 {ah ceey ak+2}7 Ty {(11, ceey an}}

debe contener exactamente un elemento de A y, como los elementos de A tienen cardinal &
o k+ 1, entonces ese elemento es {ay,...,ax} =U oes {ay,...,axy1} = V. Luego, U € A
yVe&AoU¢AyV e A

Veamos ahora que si A contiene algin elemento de cardinal & entonces contiene todos los
subconjuntos de T de cardinal k.

Supongamos entonces que existe U € A tal que |U | = k y sea U’ un subconjunto cualquiera
de T de cardinal k. Entonces existe una sucesién de subconjuntos

U, Vi,U2, Vo, ..., U1, V1, Uy,

talesque Uy =U, U, =U", [U;|=kVj=1,2,....n, |V;|=k+1Vj=1,2,...,.n—1y
U’i;Ui—l—l g ‘/z Vi = 1,2,...,n— 1.

En efecto, si U = {a1,...,ap,0p41,...;ax} y si U = {aq,....a;,b,41,...,b;}, donde
{a1,...,a,} =UNU’, entonces basta tomar Uy = U, Vi = Uy U{b, 41}, Uz = V1 —{a,41},
Vo=UsU{brsa}, Us=Vo —{arya}, ..., Voo1 = Up—1 U{bi}, U, = Vo1 — {ag} = U'.
ComoU; CVy, |Up|=ky|Vi|=k+1yU; =U € A entonces Vi ¢ A, como Uy C V7,
Uz | =ky|Vi|=k+1y Vi ¢ Aentonces Us € A, como Uy C Vo, |Us| =k y |Va|=k+1
y Us € A entonces V5 ¢ A...

Luego, V; ¢ Aparatodoi=1,...n—1y U; € A para todoi=1,2,...,n. En particular,
U =0, € A.

Por lo tanto, si A contiene algin elemento de cardinal k entonces contiene todos los sub-
conjuntos de T de cardinal k y, por lo tanto, A es el conjunto de todos los subconjuntos
de T de cardinal k = 25! pues A tiene <[§]> = () elementos.

Finalmente, si A no contiene ningin elemento de cardinal £ entonces todos los elementos
de A tienen cardinal k£ + 1 y, por lo tanto, A es el conjunto de todos los subconjuntos de

T de cardinal k +1 = "+ ya que A tiene ([g]) = (%) = (é) = (kil) elementos. o

2
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Teoria de Ramsey.

Consideremos el grafo completo no dirigido de 6 vértices, al que denotaremos por Kg, y
supongamos que coloreamos sus ramas de rojo o de verde. Entonces, en el grafo coloreado
hay un tridngulo verde o un triangulo rojo.

En efecto, elijamos un vértice cualquiera v de Kg. Por el principio de los casilleros, hay
por lo menos 3 de las 5 ramas que inciden en v que tienen el mismo color. Supongamos
entonces que las ramas (v, x), (v,y) y (v, 2) son rojas. Si alguna de las ramas (z,y), (y, 2)
o (z,z) es roja, entonces hay un tridngulo rojo y, si todas son verdes entonces hay un
tridngulo verde.

Dejamos como ejercicio mostrar que no ocurre lo mismo si en lugar de Kg consideramos
el grafo completo no dirigido K5 de 5 vértices, es decir, mostrar que existe una manera de
colorear las ramas de K5 de rojo o verde sin que en el grafo coloreado haya un triangulo
monocromatico (es decir, un tridngulo cuyas ramas sean todas del mismo color). Si deno-
tamos por K, al grafo completo no dirigido de r vértices, esto muestra que el minimo r tal
que toda coloracion rojo-verde de las ramas de K, contiene un grafo completo verde de 3
vértices o un grafo completo rojo de 3 vértices es r = 6.

Teorema: (Ramsey, 1930) Dados n,m > 2, existe un minimo entero R(n,m) tal que
toda coloracién rojo-verde de las ramas del grafo completo no dirigido de R(n,m) vértices
contiene un grafo completo verde de n vértices o un grafo completo rojo de m vértices.
Maés atn, R(n,m) < R(n — 1, m) + R(n,m — 1) para todo n,m > 3.
Demostracién: Por induccién en n y m.
Probaremos primero que R(n,2) =ny R(2,m) = m.
Si coloreamos las ramas de K,, de rojo o verde entonces o bien todas las ramas son verdes
o bien al menos una rama es roja. En el primer caso hay un K,, verde y en el segundo hay
un K5 rojo. Esto muestra que R(n,2) < n. Veamos ahora que vale la igualdad: sir <n
la coloracion rojo-verde de K, que consiste en pintar todas las ramas de verde no contiene
ningtin K, verde ni ningin K5 rojo. Andlogamente se ve que R(2,m) = m.
Supongamos ahora que existen R(n — 1,m) y R(n,m — 1) y veamos que entonces existe
R(n,m) y satisface R(n,m) < R(n—1,m)+ R(n,m — 1).
Supongamos que tenemos una coloracién rojo-verde de las ramas del grafo completo de
R(n—1,m)+ R(n, m—1) vértices, al que denotaremos por G y sea v un vértice cualquiera.
Entonces, de las R(n —1,m) + R(n,m — 1) — 1 ramas de G que inciden en v hay al menos
R(n —1,m) que son verdes o al menos R(n,m — 1) que son rojas.
Si hay al menos R(n — 1,m) ramas verdes de G que inciden en v, elijjamos R(n — 1, m)
vértices en el conjunto

{w / (v, w) estd pintada de verde }

y consideremos el subgrafo completo de G que tiene esos R(n — 1,m) vértices, con la
coloracion inducida. FEntonces, por hipétesis inductiva, este subgrafo contiene un K,,_;
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verde o un K, rojo. Si contiene un K,, rojo entonces claramente GG contiene un K,, rojo
y si contiene un K,,_; verde, agregando a ese K,,_; verde el vértice v y todas las ramas de
v a cada uno de los vértices de ese K,,_1, que sabemos que son verdes, se obtiene un K,
verde.

De manera andloga se ve que si en v inciden al menos R(n,m — 1) ramas rojas entonces
hay un K,, verde o un K,, rojo.

Luego, R(n,m) existe y satisface R(n,m) < R(n —1,m)+ R(n,m—1). o

Los nimeros R(n,m) se llaman los nimeros de Ramsey. Sélo pocos de ellos han sido
calculados. Vimos antes que el minimo r tal que toda coloracién rojo-verde de las ramas
de K, contiene un grafo completo verde de 3 vértices o un grafo completo rojo de 3 vértices
es 7 = 6, es decir, que R(3,3) = 6. También sabemos que R(n,2) = ny R(2,m) = m.
Ademids, observemos que R(n,m) = R(m,n).

Calculemos ahora R(3,4). Por el teorema, sabemos que
R(3,4) < R(2,4)+ R(3,3) =4+ 6 = 10

Veremos que R(3,4) = 9. Para ello probaremos que toda coloracién rojo-verde de Kg
contiene un K3 verde o un K4 rojo y dejaremos como ejercicio verificar que esto no vale
para Ksg.

Supongamos que existe una coloracién rojo-verde de K9 que no contiene ningtin K3 verde
ni ningtin K4 rojo. Entonces, en cada vértice inciden a lo sumo 3 ramas verdes. En efecto,
si en algtin vértice u incidieran 4 ramas verdes, (u,v1), (u,v2), (u,vs), (u,v4), entonces,
como no hay ningin K3 verde, ninguna de las ramas (v;, v;) puede ser verde. Luego, todas
serfan rojas y por lo tanto habria un K4 rojo (el subgrafo completo con vértices vy, ..., v4).
Ademas, en cada vértice inciden a lo sumo 5 ramas rojas. En efecto, si en algtiin vértice
u incidieran 6 ramas rojas, (u,v1), (u,v3), ..., (u,ve) entonces, como R(3,3) = 6, el
subgrafo completo con vértices vy,...,vg contendria un tridngulo monocromatico, que
debe ser necesariamente verde pues estamos suponiendo que no hay ningin K3 verde. Si
v, Uj ¥ Uk son los vértices de ese tridngulo rojo entonces el subgrafo completo con vértices
u, v;, V4, Uy seria un Ky rojo.

Por lo tanto, en cada vértice inciden exactamente 3 ramas verdes y 5 ramas rojas. Luego,
si consideramos el subgrafo G de Kg¢ formado por los 9 vértices y todas las ramas verdes,
entonces se tiene que cada vértice de G tiene grado 3. Esto implica que la suma de los
grados de los vértices de G es 3.9=27, lo que contradice el hecho de que en cualquier grafo
la suma de los grados de los vértices es par (ver ej. 12 de la practica 1).

Como vimos, R(n,m) < R(n — 1,m) + R(n,m — 1), lo que nos da una cota superior para
R(n, m) cuando conocemos R(n — 1, m) y R(n,m — 1). Sin embargo, tal como dijéramos,
hay pocos nimeros de Ramsey que se conocen, por lo cual seria deseable tener una cota
que sélo dependiera de n y m. El siguiente teorema proporciona esta cota:
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n+m—2)-

Teorema: Si n,m > 2 entonces R(n,m) < ( -

Demostracién: Por induccién en n y m. Si n = 2 entonces

n+m—2
n—1

y si m = 2 entonces
n n+m—2
Supongamos ahora que la cota vale para R(n — 1,m) y para R(n,m — 1). Entonces

-1 —9 —1-2

n+m—3 n+m—3 n+m—2
— _'_ — m}
n—2 n—1 n—1
FEn el caso particular en que n = m se tiene la siguiente cota superior para los nimeros de
Ramsey R(n,n), llamados diagonales

= (02 = (007) =

Para obtener una buena cota inferior de los nimeros de Ramsey diagonales recurriremos
a un método probabilistico. La idea es ver a las coloraciones rojo-verde como eventos en
un espacio de probabilidades y demostrar que una coloracién que no contiene un subgrafo
completo monocromatico de un determinado tamano ocurre con probabilidad mayor que
cero.

Teorema: (método probabilistico) Si (1) < 2(3)-1 entonces R(n,n) >r.

Demostracion: Supongamos que coloreamos al azar las ramas de K, de rojo o verde
(para cada rama lanzamos una moneda, si sale cara pintamos la rama de rojo y si sale ceca
de verde).
Para cada subgrafo completo J de n vértices sea Aj el evento “J es monocromético”.
Entonces

P(Aj) = P(J es verde) + P(J es rojo) = <1> G) n (1) &) _ (}) ()2 _ 1

pues J tiene (g) ramas. Luego,

P (LJJAJ)) < XJ:P(AJ) = (:;) n1)_1
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pues K, tiene (7’;) subgrafos completos de n vértices.

Por lo tanto, si (1) < 2(3)=1 entonces P(JAy)) < 1. Luego, el complemento de |J.A;
ocurre con probabilidad positiva. En consecuencia, existe una coloracion rojo-verde de K,
que no contiene ningin K,, monocromatico, lo que prueba que R(n,n) > r. o

Veamos ahora una generalizacién del teorema de Ramsey para k colores.

Teorema: Sea k > 2. Dados ny,...,n; > 2 existe un minimo entero R(nq,...,ny) tal que
toda coloracién con k colores s1,. .., s; de las ramas del grafo completo con R(n, ..., ng)
vértices contiene, para algin ¢ entre 1 y k, un subgrafo completo con n; vértices que tiene
todas sus ramas del color s;.

Msés atin, R(nq,...,n) satisface R(nq,...,ng) < R(R(n1,...,n,_1), ng) para todo k > 3.

Demostracion: Por induccién en k. El caso k = 2 es el teorema de Ramsey.
Supongamos ahora que vale para k—1 y supongamos que coloreamos el grafo completo con
R(R(ny,...,ng_1),nk) vértices con los colores sq, ..., sk. Si ahora cambiamos el color de
todas las ramas de colores ss,...,S,_1 por s; se obtiene una coloracion con 2 colores del
grafo completo con R(t,ny) vértices donde t = R(nq,...,n,—1). Luego, hay un subgrafo
completo con ny vértices que tiene todas sus ramas de color s; o hay un subgrafo completo
K; con t = R(nq,...,n,_1) vértices que tiene todas sus ramas de color s;. Si ocurre lo
primero entonces el grafo completo con R(t,ng) = R(R(n1,...,nk-1),ng) vértices contine
un subgrafo completo con nj vértices que tiene todas sus ramas de color si y si ocurre
lo segundo, volviendo a pintar las ramas de K; de su color original, se obtiene un grafo
completo con t = R(nq,...,n,_1) vértices cuyas ramas estan pintadas con los k —1 colores
S1,.-.,8k—1 ¥ que por lo tanto debe contener, para algtin ¢ entre 1 y k£ — 1, un subgrafo
completo de n; vértices con todas sus ramas de color s; por hipétesis inductiva.

Por lo tanto, R(n1,...,ny) existe y satisface R(ny,...,ng) < R(R(n1,...,ng_1),ng). O

Llamaremos nimeros de Ramsey para k colores a los nimeros R(nq, ..., ng).

Veamos ahora qué pasa cuando en lugar de ramas de un grafo coloreamos niimero naturales.

Lema de Schur: Sea k£ > 1. Entonces existe un minimo entero n = S(k) tal que toda colo-
racién de los elementos de {1,2,...,n} con k colores contiene una solucién monocromatica
de la ecuacién = + y = z, es decir, Iz,y,z € {1,2,...,n} (no necesariamente distintos),
todos del mismo color, que verifican = + y = 2.

Demostracién: Dejamos como ejercicio comprobar que el lema es cierto para k =1y
supongamos que k > 2. Sea m = R(3,3,...,3) — 1, donde R(3,3,...,3) es el nimero de
Ramsey que garantiza un tridngulo monocromatico en cualquier coloracién con k colores
del grafo completo con R(3,3,...,3) vértices.

Dada una coloracién con k colores de los elementos de {1,2,..., m}, consideremos el grafo
completo con los m+1 = R(3,3,...,3) vértices 1,2, ..., m+ 1, donde pintamos cada rama
(i, 7) del color que tiene el nimero |i— j | (notar que |[i—j| € {1,2,...,m}). Entonces este
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grafo contiene un tridangulo monocromatico. Si a, b, c son sus vértices, entonces tomando
r=b—a,y=c—by z=c— asetiene que z,y,z € {1,2,...,m}, todos son del mismo
color (pues z es del mismo color que la rama (b, a), y es del mismo color que la rama (¢, b)
y z es del mismo color que la rama (c,a)) y se verifica que = + y = z.

Luego S(k) existe y ademds satisface S(k) < m. o

Los enteros S(k) se llaman los nimeros de Schur. Dejamos como ejercicio mostrar que
S(1) = 2, S(2) = 5y S(3) = 14. El tnico otro nimero de Schur que se conoce es
S(4) = 45. Aunque este lema es considerado una parte importante de la teoria de Ramsey,
Schur lo demostré pensando que podria utilizarlo para probar el iltimo teorema de Fermat.
Si bien Schur no consigui6é probar el teorema de Fermat, utilizando este lema demostro
n

que, cualquiera sea n, si p es un primo tal que p > S(n) entonces la ecuacién z” +y" = z
tiene una solucién no trivial médulo p.

Definicién: Una progresién aritmética de longitud m es una sucesion de m términos
ai,...,0, talesque as —a; = a3 —ay =aq4—az =--- = Ay — Amy_1, €s decir, una sucesion
del tipo

a,a+d,a+2d,...,a+(m—1)d

Teorema: (Van der Waerden) Dados k,m € IN existe un minimo entero n = W (k,m)
tal que para toda coloracién de los elementos de {1,2,...,n} con k colores el conjunto
{1,2,...,n} contiene una progresién aritmética monocromaética de longitud m.

No daremos la demostracion ya que es bastante compleja. También vale la siguiente
generalizacién del teorema de Van der Waerden:

Teorema: Sean k,m € IN. Entonces toda coloraciéon de los nimeros naturales con k
colores contiene una progresion aritmética monocromatica de longitud m.

Los enteros W (k, m) se llaman los nimeros de Van der Waerden. Lamentablemente no se
conocen buenas cotas para ellos y los inicos que se han podido calcular son W (1, m) = m,
W(k,1) =1, W(k,2) = k+1, W(2,3) =9, W(3,3) = 27, W(4,3) = 76, W(2,4) = 35
y W(2,5) = 178. Schur ya habia conjeturado que cualquier coloracién de los nimeros
nimeros naturales contiene una progresién aritmética monocromatica arbirtariamente
larga antes de que Van der Waerden probara el teorema.
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