ENUMERACION 1
1 - Introduccion

Per mutaciones

Un aumno debe degir tres materias del conjunto de materias {A,B,C,D,E} y
luego cursarlas en secuencia. De cuantas maneras puede hacerlo? El siguiente
"arbad" sugiere como enumerar las maneras posibles:

B...C...D

Y \\' 7N
A A A A A A A A

CDEBDE BCE BCD BCD ACD ABD ABC

La primera materia puede ser cualquierade las 5, p.gj.:A. Habiendoelegidola
primera, la segunda puede ser una de las 4 restantes, p.g. D. Latercerase
puede elegir entre las 3 restantes por €. E. Queda entonces claro que el total de
paosibles maneras de elegir 3 materias de las 5 y ordenarlas es 5.4.3

El problema es equivalente apreguntarse auantas funciones inyectivas
f:{1,2,3} - {A,B,C,D,E} hay? En efecto uratal funcién significa asignar una
primera letra, luego asignar una segunda letra distinta a la primera, etc.

Tambien pocemos dar a problemala siguiente interpretadon. Tenemos 3
badlillas numeradas 1,2,3 y tenemos 5 cgjas llamadas A,B,C,D,E. Cuantas
maneras distintas hay de distribuir las bdlillas en las cajas con larestricdén ce
gue haya alo sumo ura bdlillapor cga. Nuevamente, tenemos que decidir en
gue cgaporer labdillal, luego elegir una cgadistinta paralabdlilla 2, etc

En general, el problema es que se tiene un conjunto de n elementos (las 5
materias) y se dije un subconjunto de k elementos (3 materias) y luego los
elementos se ordenan. Vemos que d total de maneras esta dado pa
n(n+1)(n+2)...(n+k-1). Nos referiremos a este problema como el de formar
per mutaciones de tamafiok de un conjunto con nelementos.Usaremos la
notacion.

(n)k = n(n-1)(n-2)...(n-k+1)

De especial importancia es el caso en gque n=k, es decir, dado unconjunto de n
elementos de auantas maneras % puede ordenarlos. Hablamos entonces de
permutaciones de n elementos. Su total es

(n)n=n!

Asi, por g emplo, las letras ABCDE se pueden permutar de 5!=120 maneras
distintas.

Combinaciones
Suporgamos que d alumno del gemplo de aribadebe degir 3 entre 5 materias
pero sinimportar €l orden en gue las va acursar. Cuantas maneras hay?

Llamemos a nimero buscado%% Suporgamos que conaci eramos este
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numero, entonces podiamos resolver el problema anterior de la siguiente
manera. Primero elegimos 3 de las 5 sin importar €l orden, esto se puede hace

de g% maneras (por definicion). Luego hallamos todas las permutaciones de

las materias elegidas, esto se puede hacer de 3! maneras. Por |o tanto, €l
numero total de maneras esla composicion ce elegir y luego permutar que esel

producto EES!. Pero este numero yafue cdculadoy es (5)s. Por lo tanto, el

ndmero buscado es g% =(5)3/ 3!

El problema general de estetipo es el siguiente. Se tiene un conjunto X con n
elementos y nos preguntamos cuantos sibconjuntos de k elementos hay.
Tambien ncs referimos a estos ubconjuntos como combinaciones de tamafiok
del conjunto X. Este nimero aparece @n gran freauenciay selo llamandmero
combinatorio y lo definimos por

e

Observemos que (n)x .(n-k)!= n! por lo cua tambien tenemos:

Sefialemos dos identidades del numero combinatorio.

1) Establezcamos una rresponcdencia entre cada subconjunto S de X que
tenga k elementos y hagdmosle mrresponder el subconjunto X\S que tiene n-k
elementos. Por |o tanto, el numero de subconjuntos con k elementos es igual
numero de subconjuntos con nk elementos:

%:EZ % " k% (n=12,...k=12,...

2) El cdculo pa definicién el nﬂmero@% €s engorroso. Derivamos una

reladon qLe permite cdcularlo pa reaurrencia. Observemos que los
subconjuntos de tamafio ce k de un conjunto X={xj,...,Xn} se pueden dividir en
a) Aguell os que no contienen a x;. Estos resultan de degir los subconjuntos de

-1
tamanio kde X\{ x1} que totalizan E‘k %

b) Aquellos que antienen ax;. Estos resultan de degir los subconjuntos de
tamafio k-1 de X\{ x;} y agregarle x;. Por lo tanto,

-1 -1
= +
El lector puede verificar algebraicamente anbas relaciones a partir de la

definicion dal ndmero combinatorio.

Per mutaciones y combinaciones con r epeticion
Consideremos todas las funciones f:{ 1,2,3} -~ {A,B,C,D,E}. Cuantas hay?
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Observamos que d argumento 1 podemos asignarle cualquierade las 5 letras.
Hedo esto, a 2 pocemos asignarle cualquierade las 5 letras, y finalmente a 3
podemos también asignarle aualquieradelas5 letras. De esta manera, podemos
construir 5° funciones.

Otrainterpretacion es la siguiente. Tenemos 3 bdillas numeradas 1,2,3y
tenemos 5 cgas llamadas A,B,C,D,E. De aiantas maneras distintas podemos
distribuir las badlillas en |as cajas? Elegimos una cga donck porer la primera
bdlilla, elegimos una cga donde porer la segunda bdlillay elegimos una cgja
donck porer latercerabolilla Asf resultan 5°=125maneras distintas.
Imaginemos que listamos estas posibles distribuciones:

AAA

AAB

ABA

BAA

AAC

EEE
A lositems de estalistalos llamamos per mutaciones con repeticion de tamafio

3 del conjunto {A,B,C,D,E}. En general, si tenemos un conjunto X de k
elementos, el nimero de permutaciones con repeticion ce tamario nesk”.

Observemos que si pensamos que las letras representan nimeros, desarrollando
el producto (A+B+C+D+E)® obtenemos la li sta de permutadones arriba
listadas. En este desarroll o nasotros ignorariamos el orden de la permutacion.
Por gjemplo, en lugar de AAB, ABA y BAA escribiriamos 3AAB o 3A”B.
Esto situacidn se presentatambién en el modelo de cajasy bdlil las.
Suporgamos que distribuimos 3 bdillasigudesen 5cgas A,B,C,D,E. Ahora
en AAB no hay orden, significaque hay 2 bdillasen A y unaen B

En general, consideremos las permutadones con repeticion de tamafio nde un
conjunto X con kelementos. Estas totalizan k. Consideremos iguales las
permutaciones que solo dfieren en el orden. Estareladon e equivalencia
define lo que llamamos combinaciones con repeticidn de tamafio n Cuantas

hay?

Para cdcular este nimero volvamos al ejemplo de 3 bditas iguales para
distribuir entre 5 cgjas{ A,B,C,D,E} . AAB significa que hemos puesto 2
bdlitasenlacgaA y unabdita en B (nointeresa el orden). Cuantas posibles
distribuciones hay? Pararesponcer a esto apelamos a un subterfugio.
Representemos AA B de |a siguiente manera

geoe/e/ /1 0O

Acéhemos usado/ para denctar la separacidn entre las cgas (los extremos no
cuentan) y hemos usado 0 para denctar las badlitas. Cada distribucion de bdlitas
se puede representar de esta maneray cualquier representadon ce barrasy
badlitas define una distribucion. Cuantas representaciones hay? Se trata de
decidir entre 7 pasiciones (3 6y 4 /) a auales tres asignarle 6. Larespuesta es



ENUMERACION 4
1 - Introduccion

-1+3
s
En general, si tenemos un conjunto de n elementos, el numero de

+k-1
combinaciones con repeticion de tamafio kes g " E Esto cuenta tambien

el numero de manera de distribuir k bditas iguales entre n cgas distintas.

Per mutaciones de una dada combinacion

Cabbcc
Consideremos e desarrollo de (a+b+c)® = aaaaat...+ Epcabb%t.. +cccce. Cada

d- B

término del desarrollo es una permutacion de tamafio 5del conjunto {a,b,c}.
Hay untotal de 3°términos. Hemos reunido en ura llave aquellos terminas de
laforma ab®c?. Surge la pregunta: cuantas permutaciones aurgen de esta
combinacién? Razonamos de la siguiente manera. Pongamos primero laletraa
en uradelas 5 pasiciones. A continuadon las dos b's pueden ser colocadas en

cualquierade las 4 restantes paosiciones de %Emaneras distintas. Finalmente

gueda una sola manera de ubicar las dos c's. En total

e

El problema general es el siguiente. Dada una sucesion e n oljetos X, Xz,
...Xnp doncke A; ohetos vniguales ax;, A, obetos vnigualesaxy,..., A soN
iguales axn ( A1+ A+ ...+An =n ,Ai=0) se pregunta cuantas permutaciones
n

distintas hay de X1, Xz, ...,Xn. Larespuesta es #:/\' . Esto se reduce a%}\ E

JALALL .
Si A1+A=n.
El lector puede @ora demostrar la validez del desarrollo del binomio:

@b'=y", g %ﬂ b

O més generalmente,

(Xq+. .. +X)" =

MHd A =n

n!
/\1}\2 “‘/\k

xMxt  xM

Nota: Si en laformula del binomio poremos a=b=1 resulta:

TR 18]

Lo gue muestraque & nimero de subconjuntos de un conjunto con nelementos
n
es?2.

Generalizacion de la formula del binomio
Definamos para cualquier numero real o y n=0,1,2,...




ENUMERACION
1 - Introduccion

()= a(a-1)...(a-n+1) (0o=1)
Generalizamos el nimero combinatorio pa la definicién:

5

Recordamos ahora el desarrollo de unafuncion en serie de potencias: S f(x)
tiene derivadas de todos los ordenes en unentorno cel cero tenemos:

(0=3 ", ifo)xi donce f (0) esla derivadade f de orden i evaluadaen x=0
Esto ncs srve para mostrar formalmente la siguiente generalizad6n el
binomio

F(x) = (1+x)°= Z"":O%’ %‘ (OXCx1)

(Observemos que f '(x)=(a) (1+x)**0  '(0)=(a1)))

Finalmente derivamos la siguiente identidad que necesitamos mas adel ante:

-a K _ +k-1
BB oE
Esto se ve de la siguiente manera:
EGE_Dk _(-a)(-a-1)--(-a-k+1) (-1) = a(a+1)-(a+k-1)

Kk k! - k!




