Combinatoria

Practica 3

1. Sean k, ¢ € IR. Hallar una férmula explicita para el término general de la sucesién (a,,)
definida por ag = k y a, = ca,_1 si n € IN.

2. Dados c1, co € IR, considere la relacién de recurrencia a,, = ¢1 a,_1 + c2 an_o. {Cudl es

2

la solucidn si la ecuacién caracteristica a® = ¢; o + ¢ no tiene raices reales?

3. Sea a, la cantidad de vectores binarios de n componentes que no contienen dos ceros
sucesivos. Mostrar que su relacién de recurrencia es la misma que la de los nimeros de

Fibonacci.

4. Sea (ay,) la sucesién definida por recurrencia en la forma
a1 =2, as=1, Ap = Ap_1+20y_2 (n>3)

Hallar una férmula explicita para a.,.

5. Sea (a,) la sucesién definida por recurrencia en la forma

—

ar =1, as =09, ap, =30p_1+4a,_2 n > 3)

Hallar una férmula explicita para a,,.

6. Sea (a,) la sucesién definida por recurrencia en la forma

a; =1 an =2""1 4+ 3a,_1 (n>2)

T

(1 —3x)(1—2x)

Probar que la funcién generatriz de la sucesién (a,) es y, usando esto,

hallar una férmula explicita para a,,.

7. Sea (a,) la sucesién definida por recurrencia en la forma
ag =1, ap =na, 1+ 271 (n>1)
i) Hallar la funcién generatriz exponencial de la sucesién (a,,)

n—1 i
2'L
ii) Probar, usando i), que a,, = n! (1 + 2 i+ 1)!>

8. Se tienen tres tipos de cajas: rojas, verdes y amarillas. Las cajas rojas y verdes tienen
1 metro de altura y las amarillas 2 metros. ;Cuéntas pilas distintas de n metros de altura
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se pueden formar con estas cajas? (se supone que, de cada tipo, se dispone de tantas cajas

como sean necesarias).
9. Verificar que si D(z) es la funcién generatriz de los derangements entonces

1 1 1 1
(") (0) = S 1=
D' (0) =n! <1 T + 51 3 +--- 4+ (-1 n!)

10. Probar que el nimero de Cataldn C), 41 es igual a la cantidad de vectores binarios de
2n coordenadas tales que n de ellas son cero y las otras n son unos y satisfacen que, para
todo 7, en las primeras ¢ coordenadas la cantidad de unos que aparecen es mayor que la de

ceros.

11. Probar que {1,(X)1,(X)2,(X)s,...} es un conjunto linealmente independiente en el
espacio de polinomios con coeficientes reales.

12. i) Probar que

S S0, k) (~1) s (k, j) = { ;o
k=1

sin#j

SRSt =g 507

k=1

ii) Usando i), probar el teorema de inversion:

3

Si f:IN — IR es una funcién y definimos g : N — IR en la forma g(n) = S(n, k) f(k)

k=1
n

entonces f(n) = Z(—l)”““s(n, k)g(k) para todo n € IN. Reciprocamente, si g : N — IR

k=1
n

es una funcién y definimos f : IN — IR en la forma f(n) = Z(—l)”*’%(n, k)g(k) entonces
k=1

= Z S(n,k)f(k) para todo n € IN.

13. Verificar que la funcién generatriz exponencial de la sucesién de los niimeros de Bell
es G(z) = e te".

14. Dada una sucesién (ay),>o definimos, para cada k > 0, la sucesién (AFay,)n>0
inductivamente en la forma Aa,, = a,, Ala, = ani1 — an v A a, = A(AFay,).

i) Demostrar que, para todo k > 0,

Aoy = 3 (-1t (Fetwss

J=0
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ii) Demostrar que, para todo j > 0,

J .
Qpyj = Z (;) Akan

k=0

15. Un mensaje es transmitido utilizando 2 simbolos, punto y raya. Si la transmision
de un punto dura un segundo y la transmisién de una raya dura dos segundos, ;cuantos

mensajes distintos pueden transmitirse en n segundos?

n
n
16. Demostrar que los nimeros de Bell B,, satisfacen B, ;1 = Z (k:) By, donde por
k=0
convencién tomamos By = 1. Dar una interpretacion combinatoria de esta igualdad.

17. Sea €2 un conjunto de n elementos. Diremos que un conjunto A de subconjuntos de 2
es un dlgebra si valen

1) Ac AyBe A= AUBecA
2) Ac A= A’ € A, donde A’ denota el complemento de A respecto de €.

. Cuantas algebras distintas hay?

Respuesta: B,
18. Listar todas las particiones de n = 8.
19. Hacer un programa en la PC que calcule p(n) para todo n < 200

20. Probar que el nimero de particiones de n en exactamente k partes es igual al niimero
de particiones de n cuya mayor parte es igual a k.

21. Sea p(n, k) el nimero de particiones de n en exactamente k partes.

i) Probar que p(n,k) = p(n — 1,k — 1) + p(n — k, k).

k
ii) Probar que p(n, k) = Zp(n —k,j)
j=1



