Combinatoria

Practica 6

1. Dado un grupo de n mujeres y sus maridos, determinar cuédntas personas de este grupo
de 2n personas se deben elegir para garantizar que entre las personas seleccionadas haya

al menos un matrimonio.

2. Probar que en un grupo de 20 personas hay al menos dos de ellas que tienen la misma
cantidad de amigos en el grupo.

3. Ciento dieciocho representantes de 13 laboratorios medicinales se han reunido en un
edificio que posee tres salones de conferencias. Probar que cualquiera sea la forma en
que todos los representantes sean distribuidos en los salones siempre habra al menos 4

representantes de un mismo laboratorio en algin salén.

4. Dados tres puntos del plano p; = (a1,b1), p2 = (az,b2) v ps = (as,bs), definimos su

centro como

a1+a2+a3 b1—|—b2+b3>

c(p1,p2,p3) = ( 3 , 3

Probar que dados 13 lattice points en el plano existen (al menos) tres de ellos cuyo centro

es también un lattice point.

5. Usando el principio de los casilleros probar que (el desarrollo decimal de) alguna po-
tencia de 17 termina en 0001.

6. Sea S = {143k /k=0,1,2,...,33}. Probar que cualquier subconjunto de 20 elementos
de S contiene al menos dos elementos cuya suma es 104.

7. Probar que si se pintan los primeros 25 niimeros naturales con tres colores entonces hay
al menos 3 de ellos del mismo color cuya diferencia es multiplo de 4.

8. Sea S un conjunto finito y sean Aq,..., A1gp subconjuntos distintos de S tales que
|A;| > §|S |. Probar que 3z € S tal que x pertenece al menos a 67 de los A;.

9. Sea S un subconjunto de {1,2,3,...,2n} tal que |S| > n.

i) Probar que existen al menos dos elementos de S que son coprimos.

ii) Probar que existen al menos dos elementos a y b de S tales que a es un divisor de b.
10. Sea S un conjunto de n elementos y sean Ay, ..., Ax subconjuntos distintos de S tales

que A; N A; # 0 Vi,j. Probar que si k # 2"~ entonces existe un subconjunto 7' de S
distinto de Aq,..., Ay tal que TN A; # 0 Vi.
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11. i) Mostrar que para « = m y n = 10 el ntimero racional 2 = 22 satisface |a — 2| < -
q 7 q 10.q
1

ii) Hallar un nimero racional § que satisfaga [v/2 — § < T0g

12. Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Probar que Z i(v) = Z o(v).
veV veV
13. Sea G = (V,E) un grafo (dirigido o no dirigido). Probar que Z deg(v) = 2|E |y
veV
deducir que G tiene una cantidad par de vértices de grado impar.
14. Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Un subconjunto B de V se dice una base de vértices
si satisface las siguientes dos propiedades:

1. Vv € V — B existe un camino dirigido de u a v para algin u € B.
2. Si B’ es un subconjunto propio de B entonces existe v € V — B’ tal que, cualquiera sea
u € B’, no existe un camino dirigido de u a v.

Probar que si u € B para alguna base de vértices B entonces i(u) = 0 o u pertenece a
algun ciclo dirigido de GG. Deducir que si G no contiene ciclos dirigidos entonces tiene una
Unica base de vértices.

15. Dado el grafo G

2
(]

1, \0 3

calcular o(G) y X(G).

16. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido donde V' es un conjunto de n nimeros enteros y
{a,b} € E siy sélosia=0b(8) (a,b € V). Probar que si n > 17 entonces G contiene (al

menos) un triangulo.

17. Probar que K, ,, es el tnico grafo con 2n vértices y n? ramas que no contiene ningtin

tridngulo.

18. i) Mostrar una coloracién verde-rojo de los lattice points del conjunto {1, ..., 7} x{1,2}
que no contenga ningin rectangulo de lados paralelos a los ejes con vértices en 4 de esos
puntos que tengan el mismo color.

ii) Idem i) para los lattice points del conjunto {1,2,...,6} x {1,2,3}.



