Ecuaciones Diferenciales Estocdasticas

Practica 1 Teoria de probabilidades

1. Sea €2 un conjunto cualquiera y A una coleccién de subconjuntos de §2. Probar que
existe una tnica menor o-algebra U de conjuntos de 2 que contiene a A. A U se la
denomina o-algebra generada por A.

k . . . ,
2. Sea X =), a;xa, una variable aleatoria simple, donde los nimeros reales a; son

todos distintos, los conjuntos A; son disjuntos dos a dos y €2 = Ule A;. Sea U(X)
la o-algebra generada por X.

a) Describir precisamente los conjuntos que componen U (X).

b) Probar que si la v.a. Y es U(X)-medible entonces Y es constante en cada uno
de los conjuntos A;.

¢) Mostrar que entonces Y puede ser escrita como una funcién de X.
3. Verificar que

1 _(a=p)?
e 207 o>0

2o
es una funcién de densidad y que si X ~ N(u,0?) entonces E(X) = py
V(X) = o2

4. a) Probar que si A y B son eventos independientes en un espacio de
probabilidad, entonces también lo son A°y B. Idem para A°y B°.

b) Sea Aj,..., A, una particién de un espacio muestral 2 con P(A;) > 0. Probar
que si B es un evento con probabilidad positiva entonces vale la formula de
Bayes

P(B|A,)P(A

- X P(BIAj)P(A)

5. Sea X ~ N(0,1) y consideremos la variable aleatoria Y = X?2. Hallar la funcién de
densidad de Y.

6. Sea Q =[0,1] x [0,1], U la c—4&lgebra de Borel y P la medida de Lebesgue. Sea
g :10,1] — R continua. Definimos en €2 las siguientes variables aleatorias

Xi(wy, we) = g(wy), Xo(wr, wa) = g(wa).

Probar que X; y X, son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas.

7. a) Sea (Q,U, P) un espacio de probabilidad y A1 C A, C ... C A, C ... eventos.

Probar que
P (L_Jl An> = lim P(A).

Sugerencia: Considerar los eventos B, = A,1 — A,.
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b) Probar quesi Ay D A2 D ... 2 A, D ..., entonces

k—o0

8. a) Dado un espacio de medida (2, F, 1) y una funcién medible X : Q — R|
considerar la medida px en los boreleanos de R, dada por

Probar que para toda funciéon f : R — R ux integrable, vale que

/Rf(y) dux = /Qf(X) dp .

b) Dado un espacio de probabilidad (Q,U, P) y una funcién f : Q — R, medible
con fQ f dP =1, considere la medida v definida sobre (Q2,U) dada por

V(A):/AfdP.

Pruebe que (£2,U, ) es un espacio de probabilidad y que para toda g : Q@ — R

vintegrable, vale que
/ gdv = / g fdP.
Q Q

¢) En particular, sea X : Q — R™ una v.a. y supongamos que px tiene funcién
de densidad f. Sea g : R — R, y supongamos que

Y = g(X)

es integrable. Entonces

BY) = [ gla)f(o)ds

una integral sobre R™ que se puede “calcular”.

9. Sea f:[0,1] — R continua. Se definen los polinomios de Bernstein
) =31 (E) (1) atn - ays
' = N K |

Probar que b, — f uniformemente en [0, 1]. Sugerencia

a) Dado z € [0, 1], tomar una sucesién de variables aleatorias independientes X,
tal que P(X} = 1) =z, P(X; = 0) = 1 — z. Entonces b,(r) = E(f(X,)),
donde X,, =>"1_, Xi/n.



10.

11.

12.

13.

14.

b) Usar la desigualdad de Chebychev para probar que

— C
P(X, —z|>06) < —,
(%= o] >8) < —
y que la constante C' pude ser elegida independiente de x.

¢) [ba(z) = f(2)] < B(f(X0) = f(@)]) = ...

Sean X e Y variables aleatorias independientes con funciones de densidad fx y fy

respectivamente. Probar que la funcion de densidad de Z = X 4+ Y es

+oo

fz(2) = (fx * fy)(z) = Ix(z=y)fv(y)dy

Sean X e Y variables aleatorias independientes con funcion de denidad

Hallar la densidad de X + Y.

Probar que si f : [0,1] — R es continua, entonces

1

Probar que

a) E(E(X|V)) = E(X).
b) E(X) = E(X|W) si W es la o—4lgebra trivial, W = {0, Q}.

Sean X, Y dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta fxy (z,y).
Probar que

EX|Y)=2(Y), con d(y) = /_OO x%@’@ dx.

Sugerencia:

a) ®(Y) es U(Y)-medible.
b) Si AeU(Y), A=Y 1(B) para algiin conjunto de Borel de R. Entonces

AXdP:/Z/Bfoy(:p,y) dydz.
/ Y)dP = / / y) fxy (z,y) dydz.



/ XdP = / o(Y)dP para todo A € U(Y').
A A
15. Se dice que una funcién suave ® : R — R es conveza si ”(z) > 0 para todo = € R.

a) Probar que si ® es convexa, entonces

D(y) > O(z) + D'(z)(y — x), para todo z,y € R.

b) Probar que si ® es convexa, entonces

1 1
d ($ ;— y) < 5@@) + §®(y), para todo x,y € R.

c¢) Una funcién suave ® : R — R se dice convexa is la matriz (®,4,)i; es
semidefinida positiva para todo x € R". ( szzl ®y,2,665 2> 0 para todo
& € R™. Probar

0() 2 0e) + Vo) - (y-) v @ (T5Y) < ot + ja),

para todo =,y € R.
16. a) Probar la Desigualdad de Jensen:
(E(X)) < E(®(X)),

para cualquier variable aleatoria X : {2 — R y cualquier funciéon convexa ®.

b) Probar la Desigualdad de Jensen condicional:
O(E(X]V)) < E(2(X)V),

para cualquier variable aleatoria X : {2 — R y cualquier funciéon convexa .



