ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
PRACTICA 6
Primer Cuatrimestre 2005

Conjuntos limite - Funciones de Liapunov

1. Determinar el w-limite y el a-limite de los puntos del plano para los flujos de los ejercicios 2
y 3 de la préctica 5, es decir

T —y + ar? sin(%)
(a) Y 2 G (T
y = x+yr sm(r)

(b) &+ 20d + Asinz = 0 xeRMw>QA:%>O.
2. Escribir el sistema

{ & =—y+a(l—r)4-r? (r? = 2%+ 3?)

g=z+y(l—r’)4-r?

en coordenadas polares. Dibujar el diagrama de fases y determinar los conjuntos limite de las
trayectorias del sistema. Mostrar que este sistema tiene dos ciclos limite I'y y I's. Hallar I’y y
I's y determinar su estabilidad.

3. Sea ¢ un semiflujo, si {x¢} es estable, entonces g es un punto critico.
4. Verificar que el dominio de atracciéon del origen en el sistema
T=3r+vy
y=y
es un conjunto cerrado. jContradice esto el reslutado de la tedrica?

5. Sea xy un pozo (punto de equilibrio asintoticamente estable en el futuro), y sea y, un punto
en la frontera de la cuenca C' de atraccion de xy. Probar que

a) yo & C

b) yo no es estable en el futuro.

6. Probar que si z es asintoticamente estable en el futuro (localmente) y todo punto del espacio
R" es estable en el futuro, entonces x( es globalmente asintéticamente estable.

Def: Un punto de equilibrio zy es uniformemente asintoticamente estable (en el futuro), si es asintoti-
camente estable y ademés existe p > 0 tal que ¢(z,t) converge uniformemente a xy cuando
t — +oo, para todo x € B,(x(). Esto es, Ve > 0 existe T" > 0 tal que ||¢(z,t) — x| < €
vVt > T, Vo € Bp(l‘o).



7. Si xp es un punto de equilibrio asintoticamente estable en un sistema autéonomo & = f(x)
entonces es uniformemente asintoticamente estable.

8. FEcuaciones de Lorenz. Usar MATLAB para graficar soluciones del siguiente sistema

j}:U(y—x),
Y=rr—y— Tz,
z=uxy — bz.

Para (por ejemplo) ¢ = 10, r = 28, b = 8/3 y (x(0),4(0),2(0)) = (0,10, 10). (Sugerencia:
Usar los comandos plot3, comet3y graficar para tiempos largos) ; Qué puede conjeturar del
w—Ilimite? 1.

9. Probar que si existe V(x) con V < 0 en |z| > Ry tal que V(z) — +oo cuando |z| — oo,
entonces todas las trayectorias estan acotadas. Deducir que ésto sucede para el sistema

T=—T—Y
g=x+y—yly’—2).

10. Sea f : R — R dada por

fz) =

2¥sin®(1) z #0
0 =0

a) Hallar los puntos de equilibrio de & = f(z). Verificar que 0 es estable pero no asintotica-
mente estable.

b) Probar que no existe una funcion de Liapunov V' definida positiva en un entorno de 0
con V semidefinida negativa (es decir, no vale el reciproco del Teorema de Liapunov).

11. Determinar el tipo de equilibrio del origen en los siguientes sistemas:

t = —x— 13— 2siny T —x+ 3y +zy
(a) { - _fs (b) S 4
Yy = Yy—3Y y = xt+y+tuw

12. La ecuacion de Lienard

(L) { i i y_; 1) con f € C'(R,R)

!Estas ecuaciones tienen un atractor, conocido como el atractor de Lorenz, quien descubri6 accidentalmente el com-
portamiento cadtico del sistema cuando estudiaba una version simplificada de un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales para describir un fluido bidimensional bajo condiciones especificas de temperatura, gravedad, difusion tér-
mica, etc. El atractor de Lorenz tiene dimensién fractal (box) 2.06 4+ 0.01. En http://www.apmaths.uwo.ca/ bfras-
er/nll/versionl /lorenzintro.html pueden encontrar mas informacion y simulaciones.



13.

14.
15.

16.

17.

18.

(o equivalentemente, & + f'(z)# + z = 0 ) juega un importante rol en la teoria de circuitos
eléctricos. (Como caso especial, uno obtiene la ecuacion de Van der Pol si f(z) = p(z® —
x), p>>1).

a) Sise tiene que f’(0) # 0, determinar la estabilidad de los puntos estacionarios de (L) en
funcion de f/(0).

b) Si se tiene que xzf(x) > 0 cuando x # 0, mostrar que el origen (0,0) es un punto
de equilibrio estable. (Sug: puede ser util saber que x* + y? puede interpretarse como la
energia).

c¢) Graficar usando MATLAB algunas soluciones de la ecuacion de Van der Pol.

Consideremos el siguiente sistema bidimensional:

© = —y+ f(z,y)
Yy = sinzx

donde f(0,0) =0y zf(z,y) < 0. Probar que (0,0) es estable.
Determinar la estabilidad de la solucion (x, %) = (0,0) de & + 2™ = 0.
Considerar el sistema

T=2y(z—1), y=—z(z—1), Z=uy.

a) Mostrar que la solucion (0, 0,0) es estable.

b) (Es esta solucion asintoticamente estable?

Determinar la estabilidad del origen para los sistemas:

T = 2zy+a2®

(a) @&+ a+sin(z) =0 (b) J o= 22—y
. 2 1.3
c) .

Sea V € CY(D), con 0 € D, V < 0 V(0) = 0. Sea K > 0y Hg la componente conexa
de {x € D/V(z) < K} que contiene al origen. Sea My el mayor subconjunto invariante de

{m € D/V(x) = 0¢. Si para algin K, Hi es acotada, entonces toda trayectoria que comienza

en Hy se acerca a My cuando t — +o00. jPor qué se pide Hg acotada?

Hallar un conjunto contenido en el dominio de atracciéon del origen, para el sistema

:‘E:y—e(x—%afs)
y=—x.



