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1 OSCILADOR ARMONICO
Ejercicio 1 Plantear y resolver las ecuaciones de Newton para una masa m sujeta a un resorte hori-
zontal (unidimensional) de constante elastica k. ;FEn qué unidades se mide k?

» Hallar la energia F = E(x, &) y verificar que las curvas de nivel son elipses, y que el inico punto
de equilibrio es el origen.

Concluir que todas las trayectorias son periodicas.

A partir del item anterior, concluir que el origen es un punto de equilibrio estable.

Hallar la frecuencia de oscilacion y la amplitud.

Mostrar que toda soluciéon puede escribirse como z(t) = A cos(wt + ¢) .

Calcular la amplitud A y el angulo de fase ¢ a partir de los datos iniciales.

Ejercicio 2 Una masa m cuelga de un resorte vertical de constante k, plantear las ecuaciones de
Newton. Observar que la fuerza neta es equivalente a la de un resorte de idéntica constante pero de
diferente posiciéon de equilibrio, observar ademés que la diferencia entre las posiciones de equilibrio del
resorte vacio y del resorte cargado es directamente proporcional a la masa. Analizar las aplicaciones
practicas de este hecho.

Ejercicio 3 Entre dos planos horizontales separados a una distancia H se encuentran dos resortes
unidos a una masa m. Hallar

s La ecuacion de movimiento de la masa m.

= La solucién de la ecuacion si la masa es dejada inicialmente en reposo a una altura d del plano
inferior (d < H).

= Los puntos extremos del movimiento y la rapidez maxima. ;Es forzoso hallar la ecuacién de
movimiento?

2 OSCILADOR AMORTIGUADO

Ejercicio 4 Hallar la solucién general del oscilador amortiguado,
mz +2ux + kr =0,
para los distintos valores de los parametros; k, m, u, son constantes positivas.

» ;Bajo qué condiciones (sobre los parametros) las soluciones son oscilatorias?

= En el punto anterior, hallar la frecuencia de oscilacion y hacer un grafico de la frecuencia como
funcién de p.
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» ;Cuél es el minimo valor que puede tomar p para que la frecuencia sea infinita (o sea, para que
no haya oscilacion)?.

= Verificar que todas las soluciones de la ecuacién tienden a cero en el futuro, por tal motivo suelen
llamarse transitorias.

» En el punto anterior verificar que el decaimiento es exponencial y hallar r > 0 tal que z(t) ~ Ce™"

para t — +00.

3 OSCILADOR FORZADO

La ecuacién del oscilador forzado estd dada por:
mz + 2ux + kr = f.

A partir de la linealidad del problema la solucién puede escribirse * = x, + h donde ), es una
solucion particular de la ecuacién (no del problema) y h es la solucion de la ecuacion homogénea que
permite ajustar los datos iniciales.

Ejercicio 5 A modo de ejemplo considerar el forzante f(t) = t.

= Hallar una solucién particular y verificar que, en el futuro, el comportamiento de cualquier
solucién del problema es el de la solucion particular.

= Mostrar que el comportamiento no cambia si elegimos otra solucién particular. En tal caso, la
solucion particular se llama estado estacionario.

Observar que esto deja de tener sentido si la solucién particular tiende a cero en el futuro con el
orden (exponencial) de la correspondiente solucion homogeénea.

Ejercicio 6 Por ejemplo, considerar el forzante f(t) = e~3! para la ecuacién homogénea

r+3r+2x=0.

Para el problema de la resonancia debemos tener presente dos cuestiones claves, a saber:

» jPorqué considerar forzantes periédicos sinusoidales?

= ;Como esperamos que sea el movimiento cuando el forzante es periédico?

La primer pregunta estd relacionada con la posibilidad de desarrollar cualquier forzante periédico
en series de Fourier (de senos) y superponer los resultados obtenidos en cada caso. La segunda cuestion
es mas delicada y tiene que ver con el hecho de esperar un comportamiento periédico cuya frecuencia
sea la del forzante (una vez que haya desaparecido el término transitorio dado por la solucion ho-
mogénea). Ahora bien, ;por qué es razonable esperar ésto? jPor la simetria que tiene la ecuacion frente
a desplazamientos temporales de la longitud del periodo! En otras palabras, si z(¢) es una solucién
particular (de la ecuacién) entonces z(t +T') también es solucion de la ecuacion, en tal caso la difer-
encia entre ambas es una soluciéon del homogéneo y ya hemos visto que éstas son transitorias, de modo
que en el futuro esta diferencia es nula. Cabe preguntar

» ;Por qué este argumento falla para el oscilador libre f(t) = 07
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» ;Por qué debe fallar?

Sin ambargo, este argumento puede aplicarse al oscilador armoénico si pensamos el caso p = 0
como limite de amortiguaciones que tienden a cero, u — 0, y usamos la dependencia continua en los
parametros.

Ahora si, consideremos un forzante periodico sinusoidal f(t) = Fysen(wt).

Ejercicio 7 Considerar la ecuacion del oscilador libre —es decir, i = 0— y obtener una solucién partic-
ular de la forma z, = A(w)sen(wt). (Es decir, obtener la funcion A(w).) Verificar, ademas, la identidad

lim [A(w)| = +o0. (1)

w—/ £
m

Observacion 1 En la identidad (1) la cantidad wy = \/% es la frecuencia del oscilador libre. Este
fendmeno se conoce como resonancia.

Veamos ahora como es el fenémeno de resonancia en el caso amortiguado, es decir, cuando p # 0.

Ejercicio 8 Considerar el caso amortiguado y obtener una soluciéon particular de la forma z, =
A(w)sen(wt + ¢(w)). (En este caso se trata de hallar tanto A(w) como ¢(w).)

s Verificar que ¢ # 0. Este fenémeno se llama desfasaje. Concluir, a partir del ejercicio anterior,
que sin friccién no hay desfasaje.

» Verificar -
wlﬂl}()(p(cu) =35

» Hacer un gréifico de la fase como funcién de la frecuencia del forzante.

» Hallar la frecuencia wy = wy(m, k, 1) para la cual la amplitud A es maxima y concluir que A(w)
estd acotada. En tal caso diremos que wy es la frecuencia de resonancia.

» Hacer un gréafico de la amplitud como funcién de la frecuencia del forzante.

4 PEQUENAS OSCILACIONES

Ejercicio 9 Considerar el potencial V(z) = 2 + 27 1.
= Hallar el tnico punto de equilibrio.

» Linealizar la ecuaciéon alrededor del equilibrio, analizar la evolucién del error y concluir que el
punto de equilibrio es estable.

= Hallar la frecuencia de oscilacion para una solucion cuyo dato inicial es una pequena perturbacion
de la posicién de equilibrio.

Ejercicio 10 Considerar el sistema mecénico formado por dos masas my y meo engarzadas en un aro
circular y unidas por dos resortes de cosntantes k1 y ko. Hallar las frecuencias y los modos naturales
de oscilacién en los siguientes casos.
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L] m1:7TL2:myk1:k2:k.
L] mlzmzzmyk‘l#k‘g.

= my #Fmay ki =k =k.

Ejercicio 11 Un clasico.

Hallar las frecuencias y los modos normales de oscilacion para las pequenas oscilaciones del péndulo
doble en funcién de los pardmetros del problema: las longitudes de los hilos y las masas.

Ejercicio 12 Cuatro masitas m; = mgs = m y ms = myq = M estan engarzadas en un aro circular en
forma alternada. Sendos resortes idénticos de constante k las unen. Hallar las frecuencias y los modos
normales de vibracién.

5 SISTEMAS CON COEFICIENTES PERIODICOS

En lo sucesivo consideraremos el sistema

&= Alt)z 2)

2(0) =z, (3)

donde A(t) € C(R,RV*N) y verifica A(t 4+ T) = A(t). Asimismo, llamaremos R := ¢(T,0) donde ¢ es
el flujo respectivo.

Ejercicio 13 Demostrar que el problema (2) admite solucion periddica z(t) si y solo si 2(0) es un
punto fijo de R.

Ejercicio 14 Sea z.(t) la soluciéon del problema perturbado

T=A(t)x (4)

z(0) =z, (5)

con ||z — zo|| < e. Demostrar que para todo J existe € tal que para t > 0 vale ||z (t) —zo(t)|| < dsiy
solo si para todo ¢ existe € tal que para todo n € N vale ||R"(x1 — )| < 0.

Observacion 2 Si la matriz R satisface los requerimientos del ejercicio anterior, diremos que R es
estable.

Ejercicio 15 Considerar los sistemas
T =22 T =
(a) (b)

Ty = —T1, Ty = —T2,

y analizar la estabilidad de la respectiva matriz R.



ECUACIONES ORDINARIAS. PRIMER CUATRIMESTRE 2006. PRACTICA 5 5

Ejercicio 16 Sea R una matriz cualquiera tal que det(R) = 1. Demostrar que R es estable si |[Tr(R)| <
2 y que es inestable si |[Tr(R)| > 2.

Ejercicio 17 Considerar el sistema
Jfl = T

T2 = —wory,

» Obtener la matriz R(w).

» Hallar Tr(R) y obtener los valores de w para los cuales la matriz es estable.

Ejercicio 18 Counsiderar ahora el sistema anterior para

wte site0,m)
w(t) =
w—E¢ sit e [m2m),

donde w(t + 27) = w(t).
» Hallar la matriz R. Sugerencia: usar la igualdad ¢(27,0) = ¢(27, 1) ¢(m,0) y el ejercicio anterior.

» Hallar en forma aproximada, para € < 1, la region de inestabilidad para el primer valor de w.

Finalizamos esta seccién aplicando los resultados obtenidos para mostrar cémo lograr que la posicién
de equilibrio superior en el péndulo sea estable.

Ejercicio 19 Sea [ la longitud del péndulo y supongamos que el punto de suspensién realiza un
movimiento oscilatorio cuyo periodo es 27, cuya amplitud es a < [ y cuya aceleracién es constante e
igual a £c en cada semiperiodo; en tal caso

c=—. (6)

La ecuacién de movimiento para pequenas oscilaciones alrededor del punto superior de equilibrio
se escribe
i=(w?+a®)z,

g 2 _c¢
I

donde el signo cambia en cada semiperiodo, w? = Ty ot =

= Considerar oscilaciones del punto de suspensioén suficientemente rapidas como para que o > w?
y hallar la matriz R.

» Introduciendo variables auxiliares €2 = 1<y = 9 <« 1y haciendo aproximaciones ade-

cuadas verificar que R satisface la condicién de estabilidad.

» A partir de las aproximaciones obtenidas en el punto anterior y de la identidad (6) estimar
la frecuencia necesaria para lograr estabilizar el punto superior de equilibrio en funcién de los
parametros del problema.



