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1 SOLUCIONES ANALITICAS

Ejercicio 1 Resolver por series las siguientes ecuaciones en un entorno del origen e indicar el radio
de convergencia.

s ' +u=0.

» v —zu=0. (Ecuacion de Airy.)

2

sy —22u=0.

2 SOLUCIONES OSCILATORIAS

Ejercicio 2 Teorema de separacion de Sturm

Sean vy, vy dos soluciones reales de la ecuacion u” + a(s) u' + b(s) u = 0 donde a y b son funciones
continuas. Demostrar que si v; y v9 son linealmente independientes y si s; y sa son ceros consecutivos
de v entonces existe sy € (s1,s2) tal que va(sg) = 0. Es decir, los ceros de v y vy son alternados.
Sugerencia: mirar el signo de wronskiano.

Ejercicio 3 Teorema de comparacion de Sturm

Sean vy y vy dos soluciones reales y no triviales de
W +ki(s)u=0 (0.1)
' + ko(s)u=0, (0.2)

donde k1(s) < ko(s) pero k1 # ko. Demostrar que si s1 y s2 son ceros consecutivos de vj entonces
existe sg € (s1,s2) tal que va(sg) = 0. Sugerencia: Multiplicar la ecuacion (0.1) por vy y la ecuacion
(0.2) por vy, restar e integrar en el intervalo [sq, so]. Finalmente, comparar los signos.

Ejercicio 4 Consideremos la ecuacion u” + k(s) u = 0 y supongamos que en el intervalo [a, b] tenemos
que k(s) < 0. Demostrar que las soluciones tienen a lo sumo 1 cero en [a, b|.

Ejercicio 5 Consideremos la ecuacion u” + k(s) u = 0 y supongamos que en el intervalo [a, b] existen
dos constantes 0 < ¢ < K tales que 2 < k(s) < K?, sea ademas v una solucién no trivial.

» Demostrar que si s, s3 son ceros consecutivos de v en [a, b] entonces

S S

ol

» Concluir que si v(a) = v(b) = 0 y v tiene exactamente N — 1 ceros en (a,b) entonces

c(b—a) SNSK(b_a)-

Ejercicio 6 Consideremos la ecuacién de Airy

u"—xu:O, z<0.
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» Demostrar que cualquier soluciéon (no trivial) tiene una cantidad infinita de ceros en (—o00,0). Es
decir, para cada u solucion existe 0 > Ay > Ag > -+ — —o0 tales que u();) = 0.

= Encontrar una expresiéon asintética para A,.

Observacion 0.1 Los resultados anteriores son vdlidos en situaciones mds generales. (Ver el planteo
general del problema de Sturm-—Liouwville.)

3 PUNTO SINGULAR REGULAR

Ejercicio 7 Resolver las siguientes ecuaciones en un entorno de zg. Indicar el radio de convergencia.
w zu —(1+2)u'+u=0, zo=0.

220" + 324 —u=0, z =0.

2zu" +5(1+22)u' +5u=0, z=0.

2z(z—1u" +3(z—1)v —u=0, 2z =0.
2220 +2(22+3)v + (32— 1)u=0, 2 =0.

2z —4)u"+(Bb—2)u' —u=0, zo = 4.

Ejercicio 8 Resolver las siguientes ecuaciones en un entorno del origen.
» 220 — 2 (1+2)u +u=0.
w 4220 + (1 —22)u=0.
w 220 4+ 320 + (1 +422) u=0.

4 ECUACION DE BESSEL
En esta seccién tomaremos en cuenta la ecuacién de Bessel
2u’ +2u + (22 —n?)u=0, n e C. (0.3)
Ejercicio 9 Tomar n ¢ Z, aplicar el método de Froboenius y verificar que las dos soluciones obtenidas

son acotadas en un entorno del origen.

Ejercicio 10 Consideremos n € Ny y sea wy,(z) la solucion acotada (alrededor del origen) que ofrece
el método de Froboenius, se define la n-sima funcién de Bessel de primera especie mediante J,,(z) =
wn(2)
nl2n’

» Obtener una expresion en serie para J,,(z) e indicar el radio de convergencia.
= Verificar la identidad £ (2" J,(2)) = 2" Jy—1, n>1.

= Verificar la identidad £ (27" J,(2)) = —27" Jyy1, n > 0.
. . . 2n
= Concluir la identidad J,, 1 + Jp11 = — Jn-

» Para todo n > 0, la funciéon J,(z) tiene infinitos ceros en [0, +00). Sugerencia: poner wy,(x) =
12 v, (x) y verificar que v,, satisface una ecuacion diferencial del tipo v + k(z) v, = 0 y usar
los resultados de la secciéon anterior.



