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Resumen

Este trabajo concierne a sistemas dindmicos representados por ecuaciones diferencia-
les ordinarias conteniendo una funcién perturbadora. En los casos de "problemas directos" se
resuelve y analiza las soluciones del sistema siendo conocida la funcién perturbadora. En los
"problemas inversos" se resuelve y analiza la funcién perturbadora siendo las soluciones prefija-
das o conocidas por mediciones a intervalos regulares. Se describen los métodos y resultados para
varios ejemplos de problemas simulades matemadticamente.

Palabras clave: Funcién perturbadora; Problemas directos; Problemas inversos.

Abstract

This work concerns dynamical systems represented through ordinary differential
equations containing a perturbing function. In the cas2 of "direct problems" they are solved and
analyzed when the perturbing function is known. In the case of "inverse problems" the perturbing
function is solved and analyzed when the solutions of the system are prefixed or known through
measurements at regular intervals. Methods and results obtained are described for several
examples in mathematically simulated problems.

Key words: Perturbing function; Direct problems; Inverse problems.

1. Introduccién

Los problemas de que se trata concier-
nen a sistemas dindmicos representados por sis-
temas de ecuaciones diferenciales de la forma

y=f(y3t)+ P@)

En los problemas directos las funciones
fy P son conocidas y se trata de determinar y
analizar las soluciones y(t). En los problemas in-
versos las funciones f son conocidas y las y(t) son

Trabajo presentado con motivo de la entrega
del premio "Reynaldo P. Cesco" en Astronomia, el 22
de noviembre de 2002.

datos y(t,), con n=1,23,... de valores prefijados
o0 bien obtenidos por mediciones; en este caso se
trata de determinar valores de P(t,)considera-
da generalmente como una perturbaciéon de mag-
nitud menor.

En los ejemplos que siguen se tratan en
detalle ambos tipos de problemas.

2. Oscilador armoénico perturbado

La ecuacién diferencial de un oscilador
armoénico con frecuencia propia wo perturbado
por una fuerza externa también arménica de fre-
cuencia w es

# +wo?x =rcos(wt) (1)
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donde r es un dato constante y cuya solucién ge-
neral se demuestra que es

x = Elr cos(wot) + k2rsen{wot) + rcos(wt) / (wo2 - w2)

(2)

donde k1 y k2 son constantes arbitrarias.

Asumiendo r=1 y que para las condi-
ciones t=0,2=0, x=0 Tresultan
k1l =—(wo®-w?) y k2 =0tenemos finalmente:

iniciales

x = (cos(wt) — cos(wot) /(wo?—w?) 3)

x = (—wsen(wt) + wosen(wot)) J(wo? - w?)

A. Soluciones periddicas

Se verifica que, si se cumple la condicién

2mm  27nn m wo
T= =—— osea —=—=¢ 4
wo w n w

donde m y n son convenientes niimeros enteros
y ¢ un numero racional o entero los valores de x
y % se repiten a intervalos o periodos iguales T.
En ese caso el movimiento periédico puede re-
presentarse graficamente en el denominado "Pla-
no de las Fases" con coordenadas cartesianas
(x,x) donde las curvas representativas son ce-
rradas (ver figura 1A).

B. Soluciones "casi periédicas"

En el caso de que la relacién entre wo y
w sea un numero real, es decir no representable
por una relacién fraccionaria como m/n el mo-
vimiento pasa a ser "casi periédico". Nos propo-
nemos determinar el "casi periodo" o sea el
tiempo T necesario para pasar de una posicién
inicial (x, ) a otra en el entorno (x+dx,x+dx).
Ese tiempo dependerd de las magnitudes de
(dx,dx) . Ponemos en ese caso:

x+dx= r cos (wo(t +1)+k1)

Wzr_—l}}?cos wi+1)+k2) (5)

+

% +dx = -[r wo sen(wo(t + 1) + k1)

+— 7 sen (w(t + 1) + k2)] (6)
wo —w

donde se trata de hallar un valor del intervalo
T tal que

|dx, dx|< 8 (N

donde §sea un valor pequefio dado.

Aplicando algunas transformaciones
trigonométricas elementales se pueden obtener
las relaciones

&x=Fsen(wo—;—) y &‘:Gsen(w%) (8)
donde F y G son funciones de argumentos
trigonométricos de las formas

sen (wo (¢ +% )), sen (w (t+% D9

y por tanto son funciones acotadas y para lo que
sigue las remplazaremos por una cota superior

dmin

M y poniendo <(dx, d%) resulta:

Jmi
| sen (wO%), sen w--)|<S2= (10)

M M

que define las condiciones que debe cumplir el
intervalo T para que se alcance el entorno dmin.
Por simplicidad pondremos:

sen (2m8) < L0

(11

donde § sea un numero suficientemente pequefio.

Para que se cumpla esa condicién de-
mostraremos que bastard con que se cumplan
las desigualdades:

wot wt
(1P-——l 1@- D<o (12)
donde P y @ sean dos numeros enteros que se
pueden calcular convenientemente del siguiente
modo:

Siendo o un ntimero real se sabe que se
puede calcular aproximadamente por un desarro-
llo en "fraccién continua ilimitada" que se puede
comenzar por una aproximacién inicial de la for-

1 1
(o] +— —
ma o donde [c] es la parte entera y o

la parte decimal de o. [ref.(5)]

Se puede continuar el desarrollo de
aproximaciones sucesivas de o tales que se veri-
fique
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P, 1
Ia——ak o0 (13)

donde £ es la "reducida" enésima del desarrollo.
Substituyendo el valor de o por el co-
ciente wo/w resulta

B @ 1
wo w _onn (14)

I

Se sabe que los nimeros Qn tienden a

~ cON 1 y por tanto se encontrard un n tal que
1 % O

wo@, <(E’—u—;)

(15)

Tomando ahora P = P,y @ = @, resulta

P @ 9 0
|J———| <(—,—) (16)
wo w wo w
Adoptando un valor de 1 tal que
Tt 1. P @
in 2 ! wo w an
resulta finalmente:
P
r:2n|—~—2 (18)
wo w

que es el valor del casi periodo que asegura las
condiciones (16) o bien (12).

Ejemplos
Caso Periddico

Datos: wo=3 w=1 m=3 n=1

Periodo T = =——=27
(Figura 1A)
Caso Casi Periddico

Datos: wo=n w=1
Fraccidn continua:

P=13, @=4, |L-wol<0.11, | £ -@-0.3
Q wo «

Casi periodo: T=2n%0.13=0.87
(Figura 1B)

+ primera

* segunda

—m— {ercera

Fig. 1-A: Caso periédico

—a— primera
—&— Segunda
—m—tercera

Fig. 1-B: Casos casi-periédicos

-89 -




Anales Acad. Nac. de Cs. Ex., Fis. y Nat., tomo 55 (2003): 87-97

3. Péndulo y giroscopo de Foucault

Estos dos instrumentos fueron utiliza-
dos en el siglo 19 por Lion Foucault para pro-
bar experimentalmente la rotacién de la Tierra
alrededor de su eje. (ref. [3] )

3.1 Movimientos del Péndulo

En el experimento de Foucault el pén-
dulo tenia una longitud [=67 metros, considera-
blemente mayor que la amplitud de las oscila-
ciones y por lo tanto se puede suponer que
aproximadamente su extremo se movia en forma
oscilatoria en un plano tangente a la Tierra.
Pero este plano tangente se desplaza debido a la
rotacién de la Tierra respecto a su eje. Este des-
plazamiento instantdneo puede descomponerse
primero en una traslacién paralela a la tangen-
te al paralelo geografico mds una rotacién alre-
dedor de un eje paralelo al eje terrestre en el
lugar de la experiencia. La traslacién no tiene
efecto dindmico; queda la rotaciéon que se puede
considerar descompuesta en una rotacién alrede-
dor de un eje tangente al meridiano del lugar y
otra normal alrededor de la direccién normal al
plano horizontal. La primera se compone con un
movimiento oscilatorio arménico del péndulo con
el efecto lateral de la rotacion de la Tierra y la
segunda significa simplemente una rotacién apa-
rente del eje tangente al meridiano.

Mediante un proceso similar al de la
Seccién 2 se puede obtener las ecuaciones dife-
renciales del movimiento aparente del péndulo
con referencia a los ejes cartesianos (x,y) en las
direcciones tangentes al meridiano y al paralelo
del lugar geografico de la experiencia. Dichas
ecua-ciones son

X= Qywsenn—éx y= —wasenn——él'iy (19)

>

donde w= es la velocidad angular de

2n
86400seg
la rotacién terrestre, n es la latitud geografica
del lugar, g es la aceleracién geocéntrica de la
gravedad y [ la longitud (67 m) del péndulo.
Estas mismas ecuaciones estdn demos-
tradas en los tratados clasicos de la Mecdnica Ra-
cional en base a la teoria dindmica de Lagrange.
Esas ecuaciones pueden integrarse ana-
liticamente por los métodos usuales para siste-
mas de ecuaciones diferenciales ordinarias linea-
les. Asi, de una manera algo laboriosa, se puede
demostrar que el movimiento de la proyeccién del
péndulo sobre el plano horizontal queda defi-
nido por el par de ecuaciones

XL =11 cos(\j%t +ky) Y1 =ryc0s (\/% t +koy)
(20)

donde la dupla (x,y,) define un sistema cartesia-
no congruente con el sistema (x,y) pero que gira
en el plano horizontal con la velocidad angular
o, =wsenn y donde r , &, r, y k, son constantes
arbitrarias dependientes de las condiciones ini-
ciales del experimento.

Por ejemplo si se ponen como condicio-
nes iniciales para t=0 que el péndulo estd inmo-
vil a una distancia o del origen de coordenadas
0 sea que x,= @, ¥,=0, X =0, Y| =-W,0 las coor-
denadas (x,,y,) respecto al sistema giratorio en
el plano horizontal resultan

l
x1= acos(\/%t) , ylz—mla\/; sen (\/% t)

que definen a cada instante una trayectoria elip-
tica definida por la ecuacién

2 2
x . & =1

2t 95, =
a® wya’l

Se nota que los semiejes de la elipse son
L . -
ay wa |— siendo el segundo muy pequeiio res-
g

pecto al primero; se trata pues de una elipse
muy alargada que puede llegar a asimilarse a un
segmento del eje x,.

En conclusién el péndulo a partir de un
cierto instante cualquiera recorre aproximada-
mente y durante algunas oscilaciones una elipse
osculadora. Por otra parte el desplazamiento gi-
ratorio de la elipse por hora en una latitud nes
igual a 2nsen(n)/2 4; por ejemplo para una lati-
tud n=n/4 resulta aproximadamente de 10°.

Otra observacion importante es la de que
los resultados expuestos son tedricos en el senti-
do de haber reemplazado la esfera en que se mue-
ve el péndulo por un plano horizontal y por otra
parte se ha ignorado de detalles de la materiali-
zacion del experimento, por ejemplo la parte me-
cdnica de la unién material de la parte superior
del péndulo que se supone fijo. Estos serian ele-
mentos que pueden producir en la trayectoria
pendular pequefias perturbaciones que han sido
en su momento objeto de numerosos estudios por
varios autores. Este mismo problema se podria
tratar de otra manera en base a una teoria deno-
minada “El problema inverso” que describiremos
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y aplicaremos mds adelante a problemas simi-
lares.

3.2 Movimientos del Girdscopo

En términos generales un Giréscopo es un
cuerpo rigido, con un eje de simetria, montado en
un soporte “cardan” de tal modo que dicho eje pue-
de orientarse sin restricciones mientras el centro
de gravedad del cuerpo permanece inmévil respecto
al soporte. En consecuencia la atraccién gravita-
toria de la Tierra se ejerce sobre el centro de gra-
vedad y por lo tanto no existe un par de fuerzas
sobre el giréscopo cuyo momento angular perma-
nece constante; si el cuerpo se pone en rotaciéon
alrededor de su eje, éste conservard su direccién
original independientemente del movimiento del
vehiculo que transporta el instrumento.

La rotacién de la Tierra queda asi de-
mostrada por el desvio aparente del eje de rota-
ciéon del giréscopo con respecto a un sistema de
referencia fijo a la Tierra.

3.3 Movimientos del Girocompds (ref.[8])

El Girocompds es un instrumento mds
sofisticado donde el eje de simetria del cuerpo
rotante puede quedar limitado a moverse solo en
un plano horizontal. Debido a la rotacién de la
Tierra el plano horizontal cambia constantemen-
te de direccién en relacién a un sistema inercial
de referencia; en consecuencia los soportes del
montaje reaccionan sobre el cuerpo rotante en la
forma de un par de fuerzas que originan un mo-
vimiento de precesién; mediante un contrapeso
adecuado se puede modificar dicha precesién y
lograr que el eje de rotacidn, o sea el vector del
momento angular, tienda a alinearse con una di-
reccién predeterminada, por ejemplo el meridia-
no de un lugar. El funcionamiento del instrumen-
to estd esquemdticamente descrito en la Figura
4 y estd sujeto a pequefias perturbaciones a cuyo
estudio y determinacién nos referiremos en las
siguientes secciones.

4. El problema inverso en sistemas
dinamicos

En relacién con los temas de las seccio-
nes subsiguientes conviene detenernos en la des-
cripcién del método, desarrollado por el autor,
para resolver el problema siguiente.

Consideremos un sistema dindmico re-
presentado por una ecuacién diferencial ordina-
ria de segundo orden de la forma

¥=f(351t)+P(t) (21)

donde y e 7 son magnitudes medibles; f(y, j,t)
es una funcién conocida dependiente de las re-

glas matematicas que gobiernan el sistema y P(z)
es una perturbacién supuestamente pequefia a
ser determinada en base a una sucesién de me-
diciones y(¢ ) e y(t,) con n=1,2,...a intervalos re-
gulares |t,,14,|= A

Asumiendo que la solucién de la ecua-
cién (21) pueda representarse por dos términos
de una serie de Taylor a partir de ¢ con en el
resto expresado en la forma integral resulta

k
¥ty) = y(E)+ @ - 1))+ [[f (3,0 + P) 1 (4 -w)du
7

(22)

Consideremos el sistema (21) sin la per-
turbacién P(t)

¥ =F7, 50,0 (23)
asumiendo las condiciones iniciales
yj(tj) = y(tj)
(24)

@) =3t;)
de donde resulta

Y=+ hyf(tj)+jfj',z FO7 57 )ty - u)du
(25)

Comparando con (23) y en virtud de (24)
obtenemos

¥t =yt = [*1f (3,0~ Fo, 57 w) + Pty - widu
J

(26)

Como hemos indicado las magnitudes
y(t,)se consideran conocidas y las magnitudes
¥(t,) son soluciones de las ecuaciones diferencia-
les (23) que se pueden obtener mediante conve-
nientes métodos analiticos 0 numéricos.

Para simplificar pondremos desde ahora

Yird=n
Yt =yp
Rjk SV — Ve
P@;)=P;

(27)

La ecuacién (26) se puede considerar
como una ecuacioén integral de primera clase de
Fredholm siendo la incégnita la funcién pertur-
badora P(¢). Siguiendo a Fredholm se puede re-

-91 -




Anales Acad. Nac. de Cs. Ex., Fts. y Nat., tomo 55 (2003): 87-97

08000

=

¢ Caso1
—&—(aso 2
e ik Litmite

Fig. 2: Caso con ciclo limite

B »n
e 7 R, P
Rn;‘i ot C T R,
- Cut k=2-R ’-
«liz w-‘«"—'%
/itl L k=3"k

Fig. 3: Ilustracién del algoritmo para calcular P,
------ Trayectorias de referencia
~—— Trayectoria perturbada

solver asumiendo que P(#) puede representarse
por una expresién polinomial con un cierto error
de truncamiento; (ref. [4])

De este modo el problema se reduce a
resolver un sistema de ecuaciones lineales alge-
braicas cuyas incégnitas son valores de P, con
k=1,2,...n (siendo por ejemplo n=3 o n=5).

Luego el proceso puede repetirse con
sucesivos conjuntos de 3 o bien 5 puntos.

El proceso comienza por considerar en
la ecuacién (26) como integrando la expresién en-
tre corchetes

o'W =f(y,3,u)- f(y',5 ,u)+ P(u) (28)

En la bibliografia (ref. [6 a 13] )se puede
encontrar un analisis completo de las influencias
de los errores inherentes por truncamientos y por
los errores de mediciones lo cual ha permitido el
desarrollo de los siguientes procedimientos teéri-
cos y numéricos tendientes a anular o bien mini-
mizar dichas influencias. De modo que (26) toma
la forma

Ry = J.:J]fe o’ (w)(t, ~u)du (29)

Consideremos tres instantes sucesivos
¢, t, t, y definamos una funcién cuadratica de
interpolacién

2w)=a +b(t, —u)+clt, - u)* (30)

tal que z(u)= @’ () en los tres instantes.

Los coeficientes a, b, ¢ dependen del
punto de referencia ¢,; por ejemplo para & = I
tenemos

a=0;
b= 1
—5[3%1—4%21‘%3]

1
C=§;;2“[(Pj1 =200 +¢;3]

(31)

donde hemos puesto ¢ =¢’(t;) con (k=1,2,3)

Reemplazando ¢@(u) por z(z) en (29) e integran-
do obtenemos, para j=2

1 5 1
Ry = hz[g(le +——0g — o Po3l + 8] (32)

12 24

donde &8I es el error de truncamiento introduci-
do al reemplazar z(u) por ¢(x). Ahora ponemos

A i = FLyp I ti) = FLY 0 3 ot (33)
y
- R,
R =h—Jg (34)

Obviamente 4fj, =0 para j=k y en vir-

tud de (28) la ecuacién (32) se reduce a la forma

o 1 5

1
38 1+EP2_EP3 (35)

~ 1 1
Ry +§ZAf23 ‘gAle -

donde hemos puesto P=P(¢) con i=1,2,3

El mismo razonamiento puede realizar-
se combinando los tres puntos en varios pares
diferentes, por ejemplo, como ilustra la figura (3)

L T
I
SV R V]

(36)

[ B R R
1
[V N N

Se obtienen asi cuatro ecuaciones linea-
les para P, P,, P, como sigue
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= al
Ry — 5 0y +97 03 Tz

5 &l
B R12—2—74A7012+2—14Af13‘;ﬁ

5
12
1 -
@ 1 #u|p
= S R | ek A ar | (37)
TR 1 7
#oroUB Ryp + 5 Ma1 — 55 Mo =75
-1 5 1 h
7 8

~ 81
Rog +'212Af21‘%Af73 ThE

donde la primera ecuacién es precisamente (35).
Conviene escribir el sistema en la forma

MP=R (38)

donde Me*? es una matriz rectangular, P es el
vector de las incégnitas P,, P,, P, y R es el
vector de los segundos miembros de las
ecuaciones (37); este sistema lineal esta
sobredeterminado y se puede obtener la matriz
generalizada de M

Mt =MTM)IMT (39)

que en este caso resulta exactamente

-09 3.7 13 -21

+ — —] -

MT=| 15 05 05 15 (40)

-2.1 13 3.7 -09

y tenemos entonces

P=M'R (41)

como solucién de cuadrados minimos de (38).

Cotas superiores de errores

En la bibliografia (ref. [6 a 13] )se puede
encontrar un andlisis completo de las influencias
de los errores inherentes por truncamientos y por
los errores de mediciones lo cual ha permitido el
desarrollo de los procedimientos teéricos y numé-
ricos que hemos descrito tendientes a anular o
bien minimizar dichas influencias. En suma se ha
podido deducir que el error inherente al represen-
tar el integrando en la ecuacién (26) por una
interpolacién polinémica es del orden O(A%).

Los errores de medicién producen en los
resultados errores que, en partes son proporcio-

1

nales a — yen otras partes a A.
h

Esto indica que, en cuanto sea posible,
para mantener esos errores dentro de limites
aceptables, conviene elegir para el intervalo 2 un
valor de compromiso. Finalmente en (40) la ma-
triz generalizada no tiene errores y por tanto en
los resultados para las incdgnitas P sus errores
serdn de la forma

8P =M*SR (42)
donde 3R son los errores que afectan a las varia-
bles E.

Esquemas numéricos

Debido a la conocida propiedad de que
en la interpolacién polinémica el minimo error
inherente de truncacién ocurre en el punto me-
dio ¢, resulta mas conveniente calcular la pertur-
bacién correspondiente al punto medio por la
simple férmula.

P, =[1.5,-0.5,-0.5,1.5]".R (43)

De esa manera se saltea el cdlculo de P,
y P,. El siguiente conjunto de tres puntos se con-
sidera superpuesto sobre dos puntos del conjun-
to previo y de nuevo se calcula la perturbacién
en el punto medio del nuevo conjunto y asi si-
guiendo. De esta manera se reducen los efectos
del error inherente aunque al costo de incremen-
tar el esfuerzo computacional.

La ecuacién (43) puede escribirse tam-
bién en la forma explicita

1
B :ﬂ[RZI + Rgg + Ryg + Roz —6(Afy1 + Afo3) +

(44)
+2(8f1g + Bfsg) — (A1 + Bf13)]
donde
12
Ry =F(yk - Yr) (45)
y
Af i = Fp ) = F W oty (46)

Ademas es pcsible probar que una cota
superior del error en P, debido a los errores de
medicién resulta ser

7]

E_polt? | 47
l8P2|<h+h 6 ( )

donde ¢ es el error medido en la velocidad lo
cual significa que en (47) el error de medicién en
posiciéon estd anulado mientras sélo influye el
error en velocidad. Discusiones mas refinadas se
encuentran en [6,7].

4. Experimentos numéricos

El objeto esencial de estos experimentos
es mostrar en el caso de varios sistemas dinami-
cos aplicaciones del método del Problema Inver-
so detallado en la seccién anterior. El procedi-
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Meridiano
Recorrido def Vestor

de Momertto Pogular // \

Con pendularidad ‘/ \

Con pendularidad ¥
amortiguarniento

k1
Sin pendularidad .

Amortiguador

Fig. 4. Esquema del Girocompas

miento consiste en mostrar su capacidad y pre-
cisién comparando sus resultados con los de una
simulacién matemadtica del sistema dindmico en
cuestion donde se determinan anticipadamente
las respuestas.

4.1 Movimientos planetarios

a) Descubrimiento de Neptuno

En el siglo 19 se observaron algunas irre-
gularidades en el movimiento del planeta Urano
con respecto a las predicciones calculadas en base
a la ley de la gravitacién. Dichas irregularidades
tenian una magnitud mayor que los posibles erro-
res de medicién de donde surgié la hipétesis de
la existencia de un planeta hasta entonces desco-
nocido cuyas atracciones gravitatorias podrian
explicar las irregularidades observadas en Urano.

Dos astrénomos, J.C. Adams en Inglate-
rra y U.J.J. Le Verrier en Francia, trabajando in-

dependientemente, condujeron sus investigacio- -

nes, basadas estrictamente en la ley gravitatoria.
En ambos casos el método consistié en establecer,
por intuicién, una 6rbita del planeta desconocido
que luego fueron ajustando hasta reducir a un
minimo la magnitud de las irregularidades obser-
vadas en el movimiento de Urano. Finalmente el
planeta Neptuno fue encontrado, con error de
aproximadamente 1 grado sexagesimal con res-

Cyerpo del
Birdscopo

pecto a una posicién predicha por Le Verrier en
el afio 1846.

Este descubrimiento fue considerado
uno de los hitos més importantes en la historia
de la «Mecdnica Celeste»

Aspectos fundamentales de los procedi-
mientos de Le Verrier se encuentran detallados
en la cldsica obra de F.Tisserand “Traité de
Mécanique Céleste, vol. 1, ch. XXIII”.

Sin embargo, un siglo después, con cil-
culos y métodos m4ds precisos de observacién, se
ha podido demostrar que las érbitas y masas
atribuidas a Neptuno por Adams y Le Verrier
eran solo parcialmente correctas. De hecho, de-
bido a una combinacién afortunada de las con-
diciones dindmicas y geométricas en aquel mo-
mento, el efecto de los errores en la dérbita y en
la masa de Neptuno adoptadas por Le Verrier fue
considerablemente reducido en la posicién calcu-
lada que condujo al descubrimiento.(ref.[1])

Sigue ahora el proceso de la simulacién
matemadtica del “descubrimiento” de Neptuno
como ejemplo del método del Problema Inverso
que hemos desarrollado.

En este experimento introducimos la
simplificacién de considerar solo la interaccién
gravitatoria entre Urano y Neptuno omitiendo la
presencia de los demds planetas del sistema so-
lar, como lo hicieron Adams y Le Verrier; esto
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TABLA I: Simulacién del descubrimiento de Neptuno

Fechas Pert. Simuladas Pert. Estimadas Errores
17/3/1981 4.9x10- 5.3x10-1! 4°18
8/3/1985 7.6 7.4 2°72
20/12/1989 10.6 9.7 1°20°
24/5/1994 12.0 10.9 0°371
24/9/1998 10.8 10.0 0°38’
10/2/2003 8.1 8.0 0°32

TABLA II: Simulacién del descubrimiento de Neptuno

MM, 0.5 1.0 2.0
G\

0"0 0°82 0°34’ 0°32’

0"5 0°87 0°40 0°31

1"0 0°91’ 0°45’ 0°30

marca una diferencia con el caso real que esen-
cialmente no es significativa. Las ecuaciones del
movimiento de Urano son entonces

5y =k (L+my)2L + POD
n

(48)

n)=x0 , ¥t =310

donde esta ecuacién responde a la forma general
(21) de la teoria del problema inverso. En ella &2
es la constante de la gravitacién. Debe entenderse
que el simbolo ¥ es un vector de componentes
cartesianas x, y, z. Los indices 1 y 2 corresponden
a los planetas Urano y Neptuno respectivamente.

La incégnita del problema es la pertur-
bacién de Neptuno sobre Urano que, te6ricamen-
te , tiene la forma

P __p2 (y1 —Ye +l2_)
y my PP (49)
con
A21’2 = (x]_ - xZ)Z + (yl - y2)2 + (21 - 2)2 (50)

r22 = x22 + y22 + 222

En esta simulacién matemadtica del pro-
blema las coordenadas cartesianas de ambos pla-
netas y sus perturbaciones “observadas” fueron
datos obtenidos de las efemérides planetarias
que regularmente se publican en el Astronomical

Almanac.Luego aplicando la teoria del problema
inverso descrita en la seccién 4 se pudo obtener
las componentes cartesianas de la perturbacio-
nes de Neptuno sobre Urano correspondientes a
varias fechas sucesivas.

En este experimento para preservar las
posiciones relativas de los dos planetas similares
a aquellas que ocurrieron durante las investiga-
ciones de Le Verrier adoptamos nuestros datos del
Astronomical Almanac a intervalos regulares
h=1600 dias desde las fechas Julianas 2444680.5
(=1981,Mar.17) hasta 2452680(=2003, Feb.10).
Las dos 1ultimas conjunciones (es decir la minima
distancia entre Urano y Neptuno o sea la méxi-
ma atraccién perturbatoria) habian ocurride en-
tre los afios 1822 y 1993.

Conviene notar que los periodos helio-
céntricos de Urano y Neptuno son del orden
aproximadamente de 82.2 y 164.4 afios respecti-
vamente.

Aplicando la teoria ya descripta del Pro-
blema Inverso se pudo obtener estimaciones de
las componentes cartesianas de las perturbacio-
nes de Neptuno sobre Urano para las fechas
mencionadas mds arriba cuyas magnitudes re-
sultaron del mismo orden que las simuladas (ver
la tabla 1).

Finalmente de las perturbaciones esti-
madas se obtuvieron coordenadas heliocéntricas
(x,y,2,) estimadas de Neptuno resolviendo las
ecuaciones simultdneas (49) y (50). Estas ecua-
ciones son no lineales y su resolucién requiere un
proceso tipo Newton-Raphson de iteraciones con-
vergentes. Para la masa desconocida de Neptuno
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se debe adoptar un valor tentativo como proce-
dié Le Verrier (ver la tabla 2).

Obtenidas las coordenadas heliocéntricas
(x,y,2,) se pueden transformar en coordenadas
geocéntricas angulares (0,8) aplicando las cono-
cidas férmulas

pcosdsena =y, +Y =n; psend=z+Z=¢  (51)
donde p es la distancia geocéntrica de Neptuno
vy X,Y,Z son las coordenadas geocéntricas del Sol;
se obtienen entonces:

g

VG&Z+1?)

Si indicamos con Ac, Ad las diferencias
de estos valores estimados con los que resultan
del modelo matemadtico simulado se puede obte-
ner el error angular sobre la esfera celeste en-
tre la posiciones estimada y simulada calculan-
dolo por la expresién

tana =2 ; tand = (62)
x

ERROR =/((cos8.A0)? + (A5)° (53)

En las tablas 1 y Il se da un resumen de
nuestros resultados. En la tabla I se dan los resul-
tados correspondientes a una sucesién de fechas
desde los afios 1981 a 2003 a intervalos regulares
de h=1600 dias. En este caso se agregaron a los
datos de las observaciones simuladas errores al
azar correspondientes a un desvio standard de 0.5".

Debe notarse que los mejores resultados
se obtuvieron entre los afios 1985 a 1994 que son
los mds préximos al afio 1993 cuando ocurrié la
conjuncién, o sea la distancia minima entre am-
bos planetas, similarmente a lo ocurrido en la
época de las investigaciones de Le Verrier.

En la tabla II, a doble entrada, se refie-
re a la fecha de 1994 y se dan los resultados co-
rrespondientes por una parte a la relacién entre
la masa adoptada en el calculo para Neptuno con
respecto a la masa verdadera, establecida poste-
riormente, y por otra a varios valores del desvio
standard ¢ de los errores al azar agregados a los
datos simulados. Los resultados se muestran uni-
formes para los distintos valores de ambas varia-
bles. En particular los distintos valores de la re-
lacién de masas producen cambos en la distancia
geocéntrica calculada de Neptuno lo cual no in-
trodujo cambios importantes en sus coordenadas
esféricas. Por otra parte la férmula (44) usada en
los calculos es poco o nada sensible a los errores

de medicién en posiciones como se indicé en la
férmula (47).

Se debe destacar [2] donde con un plan-
teo diferente desde el punto de vista matemaéti-
co y con la presencia adicional de las atraccio-
nes del planeta Saturno se obtuvieron también
buenos resultados.

En [9] mostramos también buenos re-
sultados para el caso de ser Saturno perturbado
por Jipiter, introduciendo la presencia adicional
de los planetas Urano, Neptuno y Plutén.

4.2 Otras aplicaciones
a) La ecuacién de Van Der Pol tiene la forma (21)

¥=f(y,3t)+PQ@) (54)

donde la funcién perturbadora tiene la forma

P(t)=w(@-y")y (55)

y las condiciones iniciales son ¥(fy) = y5,5{0) = ¥o

La propiedad fundamental es que de-
pendiendo de P(¢) y de las condiciones iniciales
la solucién tiende a un “ciclo limite” periédico.
Las aplicaciones importantes son las de regular
matematicamente el funcionamiento de sistemas
eléctricos o dindmicos. (ver fig.2)

En [10] se resuelve el problema de simu-
lar mateméticamente el problema para en base
a un ciclo limite prefijado determinar numérica-
mente la funcién perturbadora y las posiciones
y velocidades resultantes.

b) En el funcionamiento de un GIROCOMPAS (8]
son varias las perturbaciones que afectan a su
funcionamiento. En el presente caso [11] hemos
hecho un detallado estudio de las perturbaciones
mds importantes que son debidas a la posible
asimetria de la masa giratoria y la posible flexi-
bilidad o falta de rigidez del eje giratorio.

¢) En el caso del movimiento geocéntrico de los
satélites artificiales esta aplicacién [13] consiste
en determinar las perturbaciones ocasionadas por
el frenado atmosférico y a la forma asimétrica (no
esférica) del geoide terrestre.
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