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LA FUNCION EXPONENCIAL

La intenciéon de esta seccion es (re)construir la nocién de funcién exponencial a partir del sistema
dindmico implicito en el proceso de capitalizacién continua, tal como lo hiciera Euler en su tiempo.

Preliminares algebraicos

Ejercicio 1 Sea A : I — R™ ™ una curva C! demostrar que 4% (det A) = Y det [ag -+ d; - - - ay), donde
a; representa la columna j de A.

Ejercicio 2 En el ejercicio anterior verificar que si A : I — GL(m) y B(t) es la matriz tal que
dj = > b%(t) a; entonces 4 (det A) = Tr(B) det A. Dar una interpretacion geométrica.

Ejercicio 3 Usar el ejercicio (1) para demostrar la siguiente identidad

detI+0A =14 Tr(A)d + o(d), (1)
donde § € 1y A € Rm*™,
Notacion: Para A € R™*™ notaremos X(A) = {\ € C : X es autovalor de A}. Este conjunto sera

llamado espectro de A.

Ejercicio 4 Usando que (I 4+ JA) = 1+ 03(A) —con los abusos de notacién correspondientes— dar
otra demostracion de la identidad (1).

Construyendo la definicién

Ejercicio 5 Usar la linealidad del campo f(t,z) = A(t) z para verificar que el flujo es lineal en el
dato inicial y concluir que bastara con resolver el caso matricial tomando como dato inicial la matriz

identidad.

Consideremos entonces, para A € R™*™ ¢l problema de valores iniciales

d —
iy =AX

Rme

y Hamemos Uy : I — a la unica solucidn.

Ejercicio 6 Verificar que, cualquiera sea xg € R™, la tinica solucién del problema

%Z =Az
2(0) ==,

esta dada por z(t) = Ua(t) zo.

Observacion 1 En el ejercicio anterior no se asume que A sea constante.
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Ejercicio 7 Usar el ejercicio 1 para demostrar la siguiente identidad

% det Ua(t) = Tr(B)(t) det Ua(t) (3)

t
y concluir det Ua(t) = efo Tr(B)(s)ds

Notacion: El conmutador entre dos matrices serd notado [A : B] := AB — BA.

Ejercicio 8 Verificar que z(t) = [A : Ua](t) satisface 2 = Az y usar la unicidad de la soluciéon para
demostrar que [A : Uy| = 0.
Ejercicio 9 Usar el ejercicio anterior para demostrar la siguiente identidad

N(Uy) = ™A,

Ejercicio 10 Sea B una matriz que conmuta con A.
= Usar la idea del ejercicio 8 para demostrar que B conmuta con Uy.
= Demostrar que Up conmuta con Ug.
» Concluir la siguiente identidad

Uayp=UaUp. (4)

Ejercicio 11 Mediante el cambio de variable ¢ ~» —t verificar que

Up(—t) = U-B(t). (5)
Ejercicio 12 Sea A € R cualquiera, verificar Uy4(t) = Ua(At)

Ejercicio 13 Usar la desigualdad (z; Az) < || Al ||z]|? y el ejercicio 11 de la practica 2 para verificar
que Uy estd definida globalmente.

Ejercicio 14 Propiedades de grupo

En este ejercicio tenemos que asumir que A es una matriz constante. En tal caso, el sistema (2)
resultard auténomo.

» Demostrar la identidad
Ua(s+1t) =Ua(s)Ua(t) = Ua(t) Ua(s) (6)

= Demostrar la propiedad Uy : R — GL(m). Sugerencia: observar la relacion que existe entre las
identidades (6), (4) y (5).

Observacion 2 La identidad (6) es vdlida en cualquier sistema autdnomo.

Ejercicio 15 Primer expresion numérica

Aqui también asumiremos que A es constante.
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» Usar la ecuacion diferencial, ver (2), para verificar %U 4(0) = A™.

At

» Usar que ||[A"]| < ||A]|™ para verificar que la serie de Taylor Ta(t) = '
n!

es convergente con

radio de convergencia infinito.

= Usar que el radio de convergencia es infinito y A es constante para verificar que T = AT y
obtener la representacion en serie para Ux(t)

Ua(t) =

An "
n!

(7)

Ejercicio 16 Sequnda expresion numérica

nk

<
k!

n
Demostrar la desigualdad (k)

Usar la desigualdad anterior para demostrar la segunda expresién numérica

Ua(t) = lim (]I+%A)" (8)

n—-+o0o

Demostrar que si ||B|| < 1 entonces I — B € GL(m). Sugerencia: usar la serie geométrica.

Usar el resultado anterior para obtener la versiéon alternativa

Ua)) = lim [([I1——4)7)" (9)

n—-4oo

Ejercicio 17 Grupos y sus generadores

Hasta aqui hemos conseguido, para cada A € R™*™ una curva Uy : R — GL(m) que verifica
Ua(s+1) =Ua(s)Ua(t) y 2Ua(0) = A. Veamos ahora la construccion reciproca.

Sea V : R — GL(m) un morfismo de grupos que es derivable en el origen. La intencion es demostrar
que existe una matriz A para la cual V = Uy. Para ello proponemos.

= Escribir el cociente incremental para la derivada de V' a tiempo t.

Verificar que V' es derivable en toda la recta.

Obtener la ecuacién diferencial que satisface V.

= Concluir que V = UV(O)'
NOTA: Se puede suponer que V s6lo es continua en el origen y demostrar que el resultado sigue

siendo vélido, pero podemos dejarlo para otra oportunidad.

Definicién 1 En el contexto de estos ejercicios, la curva V' se llama grupo a un parametro y la matriz
A se llama generador infinitesimal.

Definicion 2 Para una matriz cualquiera A € R™*™ el grupo a un pardmetro generado por A serd
llamado funcién exponencial y serd notada

e = Uh(t).



