ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS - PRACTICA 2
Primer Cuatrimestre 2004

(1) Probar que las siguientes definiciones son equivalentes (cualquiera de las dos se

puede tomar como la definiciéon de funcion localmente Lipschitz en la variable
zen J x D),

(a) Para todo intervalo abierto I CC J y B bola abierta con B C D existe
L > 0 tal que paratodot e I, z1,20 € B

|f(t,z1) — f(t,22)| < Llwy — .

(b) Para todo I CC Jy 2 CC D existe L > 0 tal que para todo t € I,
T1,%2 € Q:

|f(t,21) — f(t 22)| < Llzy — 2a].

Obs: En (b), I no tiene por qué ser un intervalo y {2 no tiene por qué ser una
bola.

(2) En las siguientes ecuaciones,

(a)x:t, z(l) =3
(b) x:%, 2(9) =2
() i=5+-, a(2)=1

(d) zy*dy = (2® +y°)dz, y(1) =1

2y(l‘ B 1) ’
y?+1

(f) t +2* — 2ted =0, (1) = 2.

(e) log(y* +1) + =0, y(2)=0.

(g) (y+ay*)de —ady =0, y(1)=2.

n xr _n
(h) y’—;yzex, y(1) = e+ 3.

1—-2x
2

(i) v+ y—1=0, y(l)=1+2e.

() @ = A2, con A €R z(ty) = xo.

(i) Justificar la existencia y unicidad de la solucion.
(ii) Encontrar la solucion.
(iii) Hallar el intervalos maximal de definicion de la solucion

(a,b).
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(iv) Analizar si existe

(1) tl_lgrl+ x(t) = m
(2) lim x(t) = zs.

t—b—
(v) Estudiar si f(z,t) tiene singularidad en (z1,a) o en
(x2,b) si @ = f(z,t) (1 y/o x5 podrian ser
00).

(3) (a) La funcion nula es solucion de

y =y y(0)=0
en la semirecta x < 0. Definir dos prolongaciones distintas a toda la recta
real que sean solucion del sistema.
(b) ;Contradice (a) el teorema de unicidad de solucién?
(c¢) Encontrar otra ecuacion de primer orden cuya solucion no sea tnica.

(4) (a) Probar que el problema
& =1+ 22
z(0)=0
tiene solucion en el intervalo

maximal (—g, g)

(b) Hallar el intervalo maximal de existencia de

T = aP
z(0) =z > 0.
(c) Probar que el intervalo maximal de existencia de

{ i = f(x)

x(tg) = wp.
o (1
es finito si y solo si / ——ds < 0.
v f(s)

(5) Sean f,g: R — R continuas y f Lipschitz. Probar que el
sistema

{ &= f(z), 2(0) = o

g =gy, y(0) = wo

tiene solucién unica en cualquier intervalo donde este definida.
.Se puede quitar la hipotesis de que f sea Lipschitz ?

(6) Sea f € CY(J x Dx A) con D C E, A C By E, B espacios vectoriales de
dimension finita. Sea u(t, 7,&, A) la solucion maximal de

= f(t,x,\) , xz(r)=¢.

ou

o\

(7) Probar que las siguientes formulas definen flujos globales en E y hacer un
bosquejo del correspondiente diagrama de fases,

o . ou
Encontrar los problemas de valores iniciales que satisfacen 7 y
-



(@) E=R? ot (z,y)) = (e'z,e'y)
(b) E=C o(t, z) =71tz
(c) E=R* o(t (z,y)) = (z,tx +y)

(d) E=R* ot (x,y)) = (e”'z, e”(tz +y))

(8) Determinar el flujo inducido por el campo = + x? sobre E = R. ;Cual es
el dominio Q del flujo y J(z) para x € R? Si Q; := {z € E/ (t,z) € Q},
determinar €, para t € R. Si ¢, : Q — E, @) := ¢(t,x), describir el
comportamiento de las transformaciones ¢; y ¢_;.

(9) Sea ¢ : Rx D — D un flujo con D C R™ abierto. Probar que, para todo ¢t € R,
wt : D — D es un homeomorfismo.

(10) Sea ¢ : R x D — D un flujo. Sea py € D cualquiera. La funcion ¢(-,pg) :
R — D es una curva continua que se llama orbita o trayectoria de py. A veces
también se llama orbita o trayectoria de py al conjunto imagen de esa funciéon
que denotaremos

O<p0) = {Qﬁ(t,p0>/ te R}

Probar que dos orbitas distintas no se cortan.

ea o un flujo en R". Probar que,
11) S fluj R". Prob
(a) El conjunto de los puntos criticos es cerrado.
(b) Si ¢(t,y) — x cuando t — t*(y) o t — ¢t (y). Entonces x es un punto
critico.



