Depto. de Matematica - FCEN - UBA Primer Cuatrimestre de 2007

FUNCIONES ANALITICAS EN ESPACIOS DE BANACH

Funciones analiticas: teoria general

Notacién: E,F y X serdn espacios de Banach. Para F, Bg denota su bola unidad abierta y E’ su
espacio dual. Si U C E es abierto, H(U; F) denota el espacio de funciones analiticas de U en F.
Cuando F' = C escribimos H(U).

1. Sean P, € P(*E,F), k € Ng,seaa € Ey f: E — F la funcién

f(x) =Y Pilz—a) (1)

k>0

Sea r. el radio de convergencia de f en a (r. =rc.(a) =r.(f,a)):

re = sup{r > 0: Z Py(z — a) converge uniformemente a f(z) en B(a,p), Vp<r}.
k>0

Mostrar que vale la féormula de Cauchy-Hadamard:
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2.8eaa€Ey ft E—F, f(x) =350 Px(r —a) con P € P*E,F)y Ay, € L(*E, F) tales que
Ay, = P

(a) Mostrar que la serie tiene radio de convergencia positivo si y sélo si limsup || Ax||* < oo.
(b) Mostrar que la serie tiene radio de convergencia infinito si y sélo si limsup || Ay||* = 0.

(c)Si E =ty f(r) = > 4>y ®1.--- ., entonces limsup |AxllF = elimsup||Py|#.
Concluir que no puede usarse indistintamente ambos limites superiores para calcular r..

3. Sea (¢r) C E' tal que vy %, 0. Mostrar que f(z) = Y 4o, pr(z) estd en H(E) es decir, es
entera: admite un desarrollo como en (1) para todo a € E con r.(a) > 0.

4. Sea (yx)r>0 C F y sea f: C — F la funcién dada por f(X) =), ey, Mostrar que si f =0
en un entorno de A\ = 0 entonces y; = 0 para todo k. -

5. Sea (Pi)yso € P(*E, F), una sucesién tal que la serie >, -, Px(z—a) = 0 para todo z € B(a,r)
donde r, > 0 es el radio de convergencia. Probar que P;, = 0, para todo k.
Concluir que si U C E es un abierto conexo, f: U — F es analitica en U y a € U, el desarrollo

en serie de potencias de f alrededor de a es tnico.

6. Sea U C E abierto conexo, f € H(U;F). Sea S={z € U: %cimf(x) =0, Vk > 0}. Probar que
S=0o0S=U.

7. Sea U C E abierto conexo y f € H(U; F)

(a) Probar que son equivalentes:
i f=0.
ii. fly =0 para algiin V C U, abierto.
iii. Existe a € U tal que %cfmf(a) = 0 para todo k > 0.

(b) Mostrar que si dim(E) > 2, no vale el resultado que se tiene para funciones de 1-variable
compleja: f(z,) = 0 para (z,) una sucesién con puntos de acumulacién, entonces f = 0.



10.

11.

12.

13.

14.

Sean XY dos espacios de Banach y sea V C F un abierto. Sean S € L(E; F), T € L(X;Y) y
f € H(V;X). Probar que To f € H(V;Y) y foS € H(U;X), paraU = S~1(V).

Sea U C E abierto y sean f,g € H(U). Mostrar que f-g € H(U) y que ademas si Py(-) es el
polinomio k-homogéneo correspondiente, se tiene

k
Py(f-g)(x) = ZPk,j(f)(:L‘) - Pj(g)(z), paratodoz €Uy todok > 0.
3=0

Probar que vale el Teorema de Liouville para f € H(E;F). Es decir si f es entera y aco-
tada entonces f es constante. (Sugerencia: para cada ¢ € F' considerar g(A) = ¢(f(A\x)),
g: C—C)

Sea U C E abierto conexo, f: U — C, analitica no constante.

(a) Probar que f(V) es abierto para todo abierto V C U.

(Sugerencia: considerar z,y € V tales que f(x) # f(y) (;por qué se puede?) y el conjunto
Qy={NeC:z+Ay—2z)eV})

(b) Mostrar que el resultado no es vélido si f toma valores en F', con dim(F) > 2.
Sea U C E abierto conexo, f € H(U) tal que existe a € U con |f(z)| < |f(a)| para todo z € U.

(a) Probar que vale el Principio del médulo maximo, es decir f es constante.

(b) Sea f: A — (C2?,|.]l»), dada por f(z) = (1,z). Mostrar que f es una funcfon analitica
que alcanza su maximo en todo punto de A sin ser constante. Concluir que el Principio
‘norma’ méxima no es vilido si f toma valores en F'y dim(F') > 2.

Adicionales

Sea (2,%, 1) un espacio de medida finita, x > 0. Probar que si f: @ — F, es p-medible y
(fn) v (gn) son dos sucesiones de funciones de 2 en F' simples p-medibles, que convergen a f
en casi todo punto de Q y verifican nlLII;O/ | frn — flldp =0 = nler;O/ llgn. — flldp entonces
lim [, fndp = lim [, gndp y la integral de B?)chner de f estd bien deﬁnidﬂa.

Nota: si u es una medida signada, se considera la descomposicién de = u™ — = y se obtiene la
definicién de funcién Bochner integrable si (2, X, 1) un espacio de medida finita. Andlogamente
se procede si u es una medida compleja.

Sea (2,%, ) un espacio de medida finita, con © un compacto Hausdorff y sea f: Q — F una
funcién continua.

(a) Probar que f puede aproximarse uniformemente en €2 por una sucesién de funciones simples
p-medibles.

(b) Probar que f es Bochner integrable.



