Movimiento Browniano o proceso de Wiener

Se dice que Z[-] es un proceso de Wiener o movimiento Browniano si Z es
una funcién definida en algin intervalo I = [0,7] (eventualmente puede ser
T = +00), con las siguientes propiedades

i) Z(0)=0

il) V¢, Va > 0 la variable aleatoria Z [t 4+ a] — Z [t] es independiente de {Z [s] :
0<s<t}

iii) V¢, Va > 0

Zlt+al—Z[t] ~ N (0,v/a)

Observacion.

1. La proyeccién de Z sobre la coordenada t, Z [t] es una variable aleatoria
para todo t € 1.

En este sentido se dice que {Z [t]}+cr es un proceso estocdstico.

2. La propiedad ii) dice que el proceso es independiente de su historia.

3. Existen procesos que son movimientos Brownianos, pero no es trivial su
demostracién. Una de las demostraciones es constructiva y recurre a una base
completa de L? (I).

4. Se puede probar que con probabilidad uno Z no es diferenciable en ningtin
intervalo [t,t + a].

Veamos una explicacién (heuristica) de este ultimo hecho. Para esto defini-
mos el importante concepto de

0.0.1 Variacién cuadratica.

Dado el intervalo [0, T consideramos una particién © = {tg, t1,...,tn}, 0 =1to <
1 <.<t,="1T.
Sea ||7|| = max{|ti+1 — ti| : 0 < i < n}. Definamos

Z; = Z[t]
AZ; = Zltiy1] — Z[ti]

y la variacién de Z asociada a la particién 7 como la suma

n—1

Vi) = 3 (AZ)?

i=0
Se define la variacién cuadratica de Z sobre el intervalo [0, 7] como

VC(Z)= lim Vy(2)

l| (=0

cuando dicho limite existe.



Se puede probar con todo rigor que dicho limite es T' con probabilidad 1, y
si consideramos la variacién cuadrdtica sobre el intervalo [t,¢ + a] entonces el
limite es a.

Veamos el esquema que puede usarse para la prueba. Sabemos que las vari-
ables aleatorias AZ; son independientes y con distribucion NV (0; \/Ttl) .

Como

At; = Var (AZ) = E((AZ)?) — [E(AZ))] = E ((AZ)?)

=0
Tomando esperanza sobre la suma
n—1 n—1 n—1
B> ((Az))| = E[(AZ))] = Ati=T
i=0 i=0 i=0

Ahora se puede usar convenientemente la desigualdad de Chebychev para
obtener el resultado.

Observacion.

1. Esto demuestra que Z no puede ser diferenciable, puesto que en tal caso
su variacién cuadrética debiera ser 0. Esto es una consecuencia del teorema del
valor medio. Dada una particién 7 del intervalo [0, 7], si f es diferenciable se
tiene que

n—1 n—1
0 < Vi(f)=> Ai<max{Afi:0<i<n—1}) Af; <
i=0 =0
n—1
< max{Afl-:Ogign1}<Zf'(§i)Ati>HO
i=0

2. Un movimiento Browniano tiene la propiedad de autosimilaridad, propia
de los fractales; se relaciona con el hecho de su invariancia por reescalamiento.
Sea

W t] = kZ [At]
con Z proceso Browniano en [0, T] . Observamos que para cualquier k& se cumplen

los puntos i) y ii) de la definicién de movimiento Browniano. Pero para que W
sea efectivamente un movimiento Browniano necesitamos que

Z X+ Aa] - Z[M] ~ N (0,va)

luego debemos tomar K = % para compensar

Z At + Aa] — Z [\]
= ~N (0, m)




Recordemos que nuestro modelo para el retorno del precio del activo, tiene
una componente deterministica y otra estocastica

g = pdt + odZ

Si el modelo fuera

ds
22—t
S /1/

entonces no existe “ruido” (en nuestro contexto, volatilidad) y por tanto se
determina de manera tnica si se conoce el valor de base (la condicién inicial)

Sy = Steu(T*t)

El componente odZ es el que introduce el efecto fractal en la trayectoria.
Pero observemos que no hemos definido, en absoluto, qué significa dZ. Més pre-
cisamente, daremos una definicién de “integral estocastica”. Como motivaciéon
pensemos en la equivalencia que existe, para el modelo deterministico, entre una
ecuacion diferencial y su integracion, es decir

dS = (t, S (1)) dt

es equivalente a

t+At
S(t+ Aty — 5 (1) :/t 66,5 (€)) de

Definicién. Integral de ITO. Sea f = f(¢,Z) con t € [0,7] una funcién

diferenciable y Z movimiento Browniano en [0, T1.
Consideremos la particién

™= {to,tl,...,tn}, O=to<ti1i <..<t,=T

con ||| = max{|ti+1 —ti] : 0 < i < n}.
Asociada a cada particién 7, definimos la suma de variables aleatorias

n—1 n—1
Se=> [t Z(t)AZ; =Y f(ti, Zi) AZ;
=0 =0

donde como antes
AZ;=Zig1— Zi = Z (tix1) — Z (i)

En el caso de que exista el

n—1
IE%Z; f(ti, Z:) AZ;



diremos que f es una funcion Ito-integrable y escribimos

n—1

T
}riE%)Zf(tiaZi)AZi :/o [t Z(t)dZ 1]

i=0
Ejemplo.
1. Consideremos f (t, Z) = 1. En este caso y sélo en este caso se tiene

/TdZ[t]:Z[T]—Z[O]:Z[T}

En general no vale la “regla de Barrow”.
2. Sea f (t,Z) = Z. Consideremos la particién

™= {to,tl,...,tn}, O=to<ti <...<t,, =T

y calculemos la suma

n—1 n—1
> ZinZ; = Zi(Zio — Zi) =
i=0 =0
n—1 n—1
= Zisr1 (Ziga = Zi) =Y (Zig1 — Zi)?
i=0 i=0
Observacién.

La variacién cuadratica aparece cuando pasamos al limite en el segundo
sumando del dltimo término.
Ahora reescribimos el primer término, telescopizando

n—1 n—1 n—1
N zihzi = Y Zig (Zigr—Zi) =Y (Zig1 — Zi)?
i=0 i=0 i=0
n—1 n—1 n—1
= Y (20 -72)) =Y Zi(Ziqr—Zi) = > (Zig1 — Z;)?
i=0 i=0 i=0
n—1 n—1 n—1
= > (22, -2 =D ZiDZ =Y (Zin — Zi)°
i=0 i=0 i=0
Z3(T]
n—1 n—1
= 221> Z:NZi =Y (Zigr — Z)?
i=0 i=0

de manera que reagrupando los términos convenientemente

|
—

n—1 n
2> ZilZ; =7 [T) =Y (Zigr — Z)?

1=0 i

I
=)



Finalmente pasando al limite

/T A 222[T] 4 %

Observacion.

Existe una versién “estocastica” del teorema fundamental del célculo: se
trata del lema de Ito.

Veremos un caso particular

1. Un caso particular del Lema de Ito

Veamos heuristicamente la justificacion del resultado anterior. Sea Z un
proceso Browniano, y F' una funcién sélo de Z, que no depende explicitamente
de t.

Si pudieramos desarrollar a F' por Taylor, se tendria

1
F(Z+AZ)-F(Z)=F (Z)AZ + 5F” (Z) AZ? + Ry

donde Rj es la funcién resto correspondiente.
Sabemos que para que sea un movimiento Browniano Z debe satisfacer que

(AZ)? =~ At

En particular esto valdrd para cualquier incremento asociado con una par-
ticion w

F(ZT)-FZ©0) = 3 (F(Zi) - F(Z)
1=0
n—1 n—1
= Y F(Z)AZi+ % > F'(Z)(AZ)? + Ry
1=0 1=0

Si pasamos al limite cuando ||7|| — 0 y pudieramos asegurar que Ro — 0, lo
cual no es evidente, tendriamos el siguiente resultado,

T T
1
P -Fze - [ Fegaegeg [ P
donde la primera es una integral estocastica y la segunda una integral deter-
ministica (usual).
Notemos que esto es lo que efectivamente ocurre en el ejemplo anterior con
Z2

F(t.2) ="

L Qué version necesitamos para nuestro modelo del retorno del activo? En
primer lugar, consideremos la ecuacién integral del modelo

t+AL t+AL
as=s@ran-sw= [ us©d+ [ os@©izi



la primera es una integral usual, la segunda deterministica.
Ahora damos una versién del lema de Ito apropiada el proceso

dS = pSdt + 0SdZ.

2. Lema de Ito.
Si F'= F (S,t) es suave entonces

0S7—dZ + +uSze + 50

OF OF OF | 1 ,0°F\
S ot S 952

Observacion

El primer término es estocastico, el segundo deterministico.

Explicacién. Nuevamente optamos por dar la idea heuristica que muestra los
detalles que hay que tener en cuenta en una demostracién rigurosa. La mayoria
de los textos de finanzas, presentan sélamente la idea y sélo en textos de cédlculo
estocastico, se hace la demostracion rigurosa. Otra vez emplearemos “Taylor”:

F (S +dS,t+dt) — F(S,1)

OF OF 1 /0
= (S,t)dS + — (S, t)dt + <852

EEl ot

2 2 2

O2F B
2
(8,1)dS® + 255 (S.8) dSdit + 5

Pasando al limite el resto tiende a cero y algunos términos de mayor order
también. Para tener idea del por qué tengamos presente que

(dZ)? ~ dt
Ahora, siendo dS = uSdt + 0SdZ, entonces
dS? = p?S%dt? + 2uoSdtdS + 025%dz?

El dltimo de los términos es el tinico que “sobrevive”.
Luego reeemplazando dS? como corresponde

F (S +dS,t+dt) — F(S,t)

OF oF 1 [(0°F 9 a2
= aS(St)dS+a (S,t)dt + 2(852 (S,t)o S>dt+R2
oF oF 0*F 9 2
= 35 (S,t) (uSdt + 0SdZ) + 6_(5 t)dt+ = <852 (S,t)o=S )dt+R2
oF 0 oF 10°F 9 a2
= JS%(S,t)dZ—i—(at (S,t) + u Sﬁ(St) 2952 (S,t)o S)dt—FRz
y en el limite se obtiene el resultado 0.

Una aplicacion del lema.

F(S t)dt>+R2



F(S,t) =1n(S)
Estamos en el caso en que F' no depende explicitamente de t. Entonces
OF 1 2
28 S’ 082 §%’

y de acuerdo al lema, (remplazando y simplificando)
L,
dF = odZ + B 50 dt

Sabemos que los incrementos se comportan como normales, de manera que
teniendo en cuenta la propiedad del logaritmo

F(Sr)— F(S;) =In (%) ~N<(p— %ﬁ) (T—t),U\/T——t>

t
En cada At, 0 At mide el desvio del logaritmo del retorno.
Observacion

1. Esta eleccién de F' no es ingenua, veremos su utilidad, més adelante.
2. La volatilidad o puede ser estimada a partir de valores histéricos. Supong-

amos que tenemos 51, ..., Sy41 mediciones obtenidas en intervalos de tiempos
equiespaciados At.

Sea S (t;) = S; el valor de la accién en tiempo ¢; y consideremos

. Sit1
u; = In ( S, )

Un estimador insesgado de la varianza es

3. No interesa estimar la media.
4. En el modelo binomial, supuesto el no arbitraje se tenia

erAt —d

p= u—d

o bien
pu—i—(l—p)d:er&

Recordemos en primer lugar la distribucién

i (22) =0 3o?) 0 .00



Por otro lado tengamos presente que (ver ejercicio propuesto en P.Wilmott)

Var (Seiar) = G227 At (eg2m _ 1)

Finalmente calculemos

Var (St—i-At)

E (S7iai) — E? (Styat)

p(St'LL)2 + (1 7p) Std2 _ (SteTAt)Q

Para que efectivamente haya coherencia ambas ecuaciones (0.0.1) y (1) deben
coincidir.

pu? + (1 —p)d® = e(2r+o®)at
pu+ (1 —p)d=e>t

El sistema es indeterminado.

Ejercicio.

i) Se propone calcular u y d para p = %
ii) Calcular p para el caso en que u = :ji—i.



