Modelo Continuo.

Recordemos la ecuaciéon que modela el precio de un activo “riesgoso”:
dS = pSdt + oSdZ

El término 0S5dZ representa la parte estocastica.
Para valuar una opcién sobre dicho activo, consideremos el portfolio

e A unidades del activo en posicién long.
o 1 opcién en posicién short.

Para cada (5,t) el valor de la opcién es V (S, t) , y entonces el portfolio vale:
T=AS-V
Podemos diferenciar, sustituir dS y escribir a dV de acuerdo al lema de Ito
dr = AdS—dV = A (puSdt+ 0SdZ) —dV =
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A 7) — o2l 8dz + (L SASILPEY b
(uSdt + 0Sd7) [aaSSd + Bn +u585+205852

Con el objetivo de eliminar la parte estocastica dZ, elegimos
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y obtenemos
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Observacion. Para mantener este portfolio se deberia comprar y vender en
forma continua.
Si se asume que no hay arbitraje, entonces
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Entonces
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y recordando que m = AS — V| obtenemos:
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De esta forma resulta la llamada ecuacidon de Black-Scholes (B-S)
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Observaciones
1.
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es el valor del “hedged portfolio”.

2. La ecuacién es parecida a la del calor salvo el signo. Se dice en tal caso
que es antidifusiva, es decir se mira con el tiempo “hacia atras”.

Ejemplos sencillos.

1. Si V no depende de S entonces Sr% = %0252 g?g = 0 y el modelo
queda
aVv
V=—
Y

de manera que el valor en T resultard ser
V(T) =TV (1)

2. Contrato forward.

“X compra a Y una unidad de cierto activo S a precio K en tiempo T7. A
diferencia de la opcién, X estd obligado a comprar.

El payoff serd entonces Sp — K. Es ficil ver (ejercicio) que el valor al tiempo
t es

V(S,t)=8 - Ke (T=9
Veamos que satisface el modelo de B-S. En este caso
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de manera que
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Condiciones iniciales y de borde.
Para una Call europea el modelo es:

rC = Srds + 9% 4 %JQSQ‘?;C;
C (S, T) =max (S — K,0)
C(S,t)~ 855185 — o0

C(0,t)=0



Para una Put europea el modelo es:

rP=Srot + 9 4 %02522%1;
P(S,T) =max (S — K,0)
P(S,t)~0siS — oo
P,t) =K

Soluciones del modelo B-S
Vamos a trabajar, por ahora, con una call europea.

rC = Srds + 9% 4 502522,2%”
C(S,T) =max (S — K,0)

Consideremos en primer lugar el cambio de variable
1
T = 502 (T —1)

y luego la sustitucién de Euler

de manera que

Entonces
1
Vi(z,7)= §C(S, t)

Calculamos las derivadas parciales
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Reemplazando queda
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V (2,0) = £C(S,T) = +max{S — K,0} = max{e” — 1,0}



Ahora proponemos que la solucién sea de la forma
u(x, 1) = eV (z,7)

entonces derivando y reemplazando en la ecuacién obtenemos
ou  0%u 2r ou 2r 2r
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Ahora elegimos

I=(1+k)?

De esta forma se anulan los dos tltimos términos y nos queda la ecuacién
del calor

donde

k

Ug (z) = "% max{ezfl’ O} — max{eé(aJrl)x _ 6%(04*1)17 O}

Recordemos: que la solucion de la ecuacion del calor tiene la formas:
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Si hacemos el cambio de variable
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u(x,7) = ﬁ/_wuo (CC—F\/Zy) e 2 dy
donde como antes
U () = max{e%(aﬂ)f’? - e%(afl)z70}

Entonces ug £ 0 si
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vale decir, si y sélo si

x>0
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Luego
1t $(at1)(z4+v2ry) _ i (a—1)(z+v27y) &
u(z,7) = —/ e2 ) —e? Ty}e 2 dy =
= I — I
donde
+
ho= = / b (e g,
2 - %=
1 “+o0 1 y2
I _ = ea(afl)(er\/Ey)de
2 \/27r/7 L Y

=

Calculamos I; completando cuadrados
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donde
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Teniendo en cuenta que \/% fj;lo e~ 7ds= N (dy),en donde N = N(0,1),
podemos escribir

I = edes ety g
y de manera andloga para I
I, = e3(@—Dati(a—1)’r (ds)
donde
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Luego

u(z,7) = L —1

= e%(o‘ﬂ)m"'%(o‘ﬂ)%N(dl) _ele=Dati(a=1)’r (do)

Volviendo a la ecuacion el obtenemos la ecuacién de B-S

C(S,t) = KV (x,t)=Ke*N(dy)— Ke "*N (ds)
= SN (d)) — Ke " TN (dy)
Ejercicio.
Hacer la misma cuenta para una Put y verificar la paridad put-call.
Observaciones.

1. A partir de

In () + (T —t) (r £ 30?)
oVT —1t
observamos que si o — 0 , es decir si la volatilidad tiende a desaparecer, entonces

si § > K se tiene que di,dy — o0, en el limite obtenemos una expresién
deterministica

dio =

C(S,t)=8—KeT=0

Si S < K se tiene que dy,ds — —oo y entonces C' — 0.
2. Calculo de A:

e L 9d
A= =N(d)+SN (d) 55 ~

0ds
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Teniendo en cuenta que

)+ (T —1t) (r£10?)
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se tiene que

Veamos que
SN’ (dy) 4+ Ke " T=YN" (dy) = 0

Como




entonces

Ahora calculamos d? — d3

2ln(§) 2r
di+dy = KL 4+ =T —t
! 2 oI —t o
dl—dg = oVl —1t

Luego
1 1 S
-5 (df —d3) = -5 [2111 (E) +2r (T—t)}

y entonces se obtiene el resultado buscado.

N'(dy) Ee—r(T—t) .

N'(dy) S

En consecuencia,

A = N(dy).



