INTRODUCCION A LA K-TEORIA
Préctica 0

En esta practica, Ry S son anillos, y M, N R-mddulos.
Anillos y médulos semisimples.

1. Sean R un anillo, F, FF R-mddulos simples. Probar
(a) Si f € Homg(E, F) es no nulo, entonces es un isomorfismo.
(b) D :=Endg(E) es un anillo de divisién.
2. Sea M =}, ; E; una suma (no necesariamente directa) de médulos simples. Probar que existe
J CItalque M =@, ; Ej.
3. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(a) M es suma de submédulos simples.
(b) M es suma directa de médulos simples.

(¢) Todo submddulo de M es un sumando directo.
Un médulo M que satisface las condiciones de arriba se dice semisimple.
4. Probar que son equivalentes:

Todo R-médulo es proyectivo.
Todo R-médulo es inyectivo.

)
)
¢) Todo R-médulo es semisimple.
) El R-médulo gR (i.e. R visto como médulo a izquierda) es semisimple.
)

Existen médulos simples St, ..., Sy, no isomorfos dos a dos (i.e. S; 22 S, si i # j) y enteros
r; > 1 tales que RR = EB;L:I S;”.

(f) Existen anillos de divisién Dy, ..., D,, y enteros r1,...,r, > 1 tales que R =[], M,,(D;)

5. Sean k un cuerpo, p = char(k), G un grupo finito, n = |G| y R = kG el dlgebra de grupo. Probar
que si p An entonces R es semisimple.

6. Sean k un cuerpo, R una k-algebra de dimensién finita. Probar que R es semisimple si y sélo si
radR = 0.

7. Sea x : M,,(C) — M,,(C)°P, a* := a’. Probar que si R C M, (C) es una C-subdlgebra cerrada bajo
*, entonces R es semisimple. Producto tensorial.

8. Sean M un R-mdédulo a derecha, N un R-mdédulo a izquierda, y A un grupo abeliano. Una aplicacién
¥ : M x N — A se dice R-bilineal si se satisfacen las condiciones siguientes

e Paratodom € M yn € N, las aplicaciones ¥ (m,?) : N — Ay ¢(?,n) : M — A son Z-lineales.
e SireR,me Mymn € N, entonces ¢(m -r,n) =(m,r-n).

Probar

(a) Elconjunto Bilg(M, N; A) de todas las aplicaciones bilineales M x N — A tiene una estructura
natural de Z-mddulo.

(b) La operacién (f - a)(n) = f(an) hace de Homz (N, A) un R-médulo a derecha.

(¢) La aplicacién « : Bilg(M,N;A) — Hompg(M,Homgz(N, A)), a(y)(m)(n) := (m,n) es un
isomorfismo de grupos abelianos.
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Un producto tensorial de M y N es un grupo abeliano 7' junto con una aplicacién R-bilineal
¢: M x N — T tal quesiyp: M x N — A es otra aplicacién R-bilineal entonces existe un tnico
morfismo de grupos ¢ : T'— A tal que 1 o ¢ = ). Probar:

(a) Si T existe, es tinico salvo isomorfismos. Notacién: T'= M ®g N, ¢(m,n) = m @ n.
(b) Si A es un grupo abeliano, entonces Homyz (M ®pr N, A) = Bilg(M, N; A).

(c) Sea L = ZM*N) el médulo libre con un elemento base por cada elemento de M x N.
Consideremos el submédulo L D Lo =< {(m - r,n) — (m,r-n):m € M,n € N,r € R} >.
Probar que el cociente T'= L/Lg junto con la aplicacién

¢:MxN—=T, ¢(m,n)=(m,n)
es un producto tensorial de M y N.
Probar que si N es un R-médulo a izquierda y
0—-M —M— M —0
es una sucesiéon exacta de R-mddulos a derecha, entonces

M @zrN —-M®rN — M’ @rN —0

es exacta.

Probar que si M = @, ; M; entonces M @p N = @,.; M; ®r N.

Sea S un anillo. Un (R,S)-médulo es un grupo abeliano N que es a la vez un
R-moédulo

a izquierda y un S-médulo a derecha, de modo que la siguiente condicién de compatibilidad
se satisface:
(r-m)-s=r-(m-s) (reR,seS,neN).

(a) Probar que M ®p N tiene una estructura natural de S-mdédulo a derecha tal que (m®mn)-s =
me (n-s).

(b) Sean P un S-médulo a derecha y 1) : M x N — P una aplicacién R-bilineal tal que 1(m,n-s) =
Y(m,n)-s (me M,ne M,s €S). Probar que ¢ es morfismo de S-médulos.

(¢) Enunciar y demostrar las versiones apropiadas de los {tems anteriores para los casos en que
M es un (S, R)-médulo y N un R-médulo, y en que M es un (S, R)-médulo y N un (R, T)-
modulo.

Probar que si N es un R-moédulo a izquierda, entonces R ® g N =2 N.

Sean N un R-médulo, R — S un morfismo de anillos, P un S-médulo, y f : N — P un morfismo

de R-médulos. Probar que existe un tnico morfismo de S-médulos f : S ®g N — P tal que

fl@n) = f(n).
Sea I C R un ideal bildtero. Probar que R/I ® g N = N/IN.
Sean N un R-médulo, f: R — S un morfismo de anillos, y P el S-mdédulo S ®p N. Probar

(a) N libre = P libre.
(b) N proyectivo = P proyectivo.

(¢) N finitamente generado = P finitamente generado.
Localizacion.

Sea ¥ C R un subconjunto. Probar que existen un anillo R’ y un morfismo de anillos ¢ : R — R’
tales que

e Vo € X 1(0) es inversible en R'.
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e Si f: R — S es un morfismo de anillos tal que Vo € X f (o) es inversible en S, entonces existe
un tnico morfismo de anillos f : R — S tal que for= f.

Notacién: R’ = R[X 1.

Sean N un R-médulo, ¥ C R un subconjunto, y p : R — Endz(N), p(r)(n) = r - n. Supongamos
que se satisface lo siguiente

Vo €%, p(o): N — N es un isomorfismo.

Probar:

(a) N admite una tnica estructura de S := R[X~1]-mddulo que extiende a la de R-médulo.

(b) Hay un isomorfismo natural de S-médulos S ®p N = N.

Supongamos que 3 C Z R es un subconjunto de elementos centrales de R, cerrado por multiplicacién,
y tal que 1 € R. Sea N un R-médulo. Consideremos las aplicaciones

B:ExN—RE@rN,(0,n)—stan
t:N—=RXEY®rN, t(n)=1®n
Probar:

(a) [ es suryectiva.
(b) B(o,n) =p(r,m) < existe v € X tal que v7-n =vo-m.
(c) ker(t) ={n e N:3(c € £)o-n=0}.

Notacién: cuando todo elemento de R[X~!] puede expresarse como una fraccién s~!n (por ejemplo,
de acuerdo a lo que acabamos de ver, este es el caso si ¥ es central) escribimos S"!R y =1 N por
RE"YyRXEY®rN

Probar que si ¥ C R es un subconjunto de elementos centrales como en el ejercicio anterior, y
0N —=N-—=N" =0
es una sucesion exacta de R-mdédulos a izquierda, entonces

027N -2 IN S 27 IN” 0

es exacta.
Sean R conmutativo, N un R-mddulo, max R el conjunto de todos los ideales maximales de R. Si
m € max R, ponemos Ny, := (R\m)"!N y llamamos ty : N — Ny a la aplicacién n — 1 ® n.

Probar:

(@) NMmemax 7 Xer tm = 0.
(b) Si f: M — N es un morfismo de R-médulos, entonces f es iso (resp. epi, resp. mono) <=
Vm € max R, fi, es iso (resp. epi, resp. mono).

Sea R conmutativo, p & R un ideal. Decimos que p es primo si ¥ = R\p es cerrado por multipli-
cacion. Probar que las afirmaciones del ejercicio anterior siguen siendo vélidas si se reemplaza en
todas partes “maximal” por “primo”.



