INTRODUCCION A LA K-TEORIA
Préactica 1

En esta practica, R es un anillo, y R* es el conjunto de elementos inversibles de R.

1. Sea M un monoide abeliano. Se considera la siguiente relacién de equivalencia en M x M:
(my,n1) ~ (ma,ng) < (Fx € M) my+ns+x=mg+n; +z.

Probar que M/ ~ tiene una estructura natural de grupo abeliano que hace de ¢ : M — M/ ~ un
morfismo de monoides, y que el par (M/ ~,¢) es un grupo de Grothendieck de M.

2. Sean g € R*y ¢4 : R — R, ¢4(x) = grg~! el automorfismo interior asociado a R. Probar que bg
induce el morfismo identidad de Ky (R).

3. Sea N][N =Nx {0} U{0} x N C N2 la unién disjunta de dos copias del conjunto N de los niimeros
naturales, y sea ¢ : N — N[N una biyeccién. Si a,b € RNVN ponemos

agi),e(i) St 9(0) 0(7) € N x {0}
(@ b)ij = boiye) 81 0(1), 0(4) € {0} x N
0 en otro caso.

Probar
(a) ®y(Idem(R) x Idem(R)) C Idem(R).

(b) @¢ induce una operacién en Idem(R)qr,(r), que es conmutativa y asociativa, y que tiene a la
matriz 0 por elemento neutro.

(c) A través de la biyeccién canénica Idem(R)qr(r) = Proy(R), ©4 corresponde a la suma directa
de médulos. En particular, ®4 no depende de la eleccién de la biyeccién ¢.

4. Un anillo con suma directa es un anillo R junto con elementos «;, 5; (i = 1,2) tales que
a181 = azfle =1, pran + Paag = 1.
Sea R = (R, a1, (1, @2, 2) un anillo con suma directa. Si a,b € R, ponemos
aBb:= GBraa; + Bobas.

(a) Sea Inn(R) := {¢g : g € R*} C Aut(R) el grupo de automorfismos interiores de R. Probar
que H induce una operaciéon conmutativa y asociativa en Ry, (g)-

(b) Sea

fr B2 O

Q =10 0 aq

0 0 (6%}

Probar que @ € GL3(R) y que

alb 0 0 a 0 0
Q' 0o 0 0/Q=1]0 b 0
0 0 0 0 0 0

(¢) Probar que B : R x R — R es morfismo de anillos.

(d) Probar que la composicién Ko(R)®Ko(R) — Ko(RxR) g Ky(R) es el morfismo (z,y) — z+y.



(e) Decimos que el anillo con suma directa R tiene sumas directas infinitas si admite un endomor-
fismo R — R, a — a* tal que

aBa>® =a™ (a € R).
Probar que si R tiene sumas directas infinitas, entonces Ko(R) = 0.
5. En los siguientes casos, probar que Ky(R) = 0.

(a) Sean A un anillo, A4 el A-médulo libre a derecha, L := @, Aa, y R = End4(L).
(b) Sean S:={z € C": )" |z,]> =1} y R C C¥*N el conjunto de todas las matrices a tales que

llal* :=sup Y 1> as52]” < o0
z€S P J

6. Supdngase que existe un morfismo de anillos € de R en un anillo conmutativo A # {0}. Probar:

(a) Dos bases de un mismo R-médulo libre L tienen el mismo cardinal.

(b) El morfismo canénico ¢ : Z = Ko(Z) — Ko(R) tiene inversa a izquierda.

7. Verdadero o falso: si el morfismo cannico Z — Ky(R) tiene inversa a izquierda, entonces existe un
morfismo de anillos R — A donde A es un anillo conmutativo no nulo.

8. Sean n,m,d € Ny k un cuerpo. Consideremos el morfismo de k-dlgebras ¢4 : M, (k) — M,q(k),
pa(A) = A%
Probar

(a)
Homk_Alg(Mn(k), Mm(k)) 7& 0 n\m

(b) En las condiciones de i), si m = nd y f € Homy_ a14(M,(k), My, (k)) entonces existe g €
GL,,,(k) tal que para todo = € M, (k), f(x) = gpa(x)g~".

(c) Si f € Homy_ a14(M,,(k), My, (k)) entonces el morfismo Z = Ko(M,(k)) — Ko(M,,(k)) = Z
inducido por f es la multiplicacién por Tr(f(1))/n.

9. Un mimero sipernatural n = {n;} una sucesién de elementos n; € N := NU {oo}.

(a) Sea p; el iésimo primo positivo; denotamos v;(x) la valuacién p-ddica del niimero racional x.
Si n es un stupernatural, se define

Q) ={z € Q: (Vi) vi(z) > —n;}.

Probar que Q(n) es un subgrupo de (Q, +).

(b) Sea {r;}i>1 una sucesién de nimeros naturales tales que para todo ¢, r;\1;41. Sea n = {n;} el
stipernatural dado por n; := sup; v;(r;) (i > 1). Probar que

(@

Qn) = %}

<
I
—

(c) Sean {r;};>1 y n como en el item anterior, k un cuerpo,
My, (k) 5 My, (k) 5 0 (k) &5

una sucesién de morfismos, y A = colimy M,., (k). Probar que existe un isomorfismo Ky(A) =
Q(n) que envia a la clase de p; en 1 € Q(n).

10. Sea n € Z. Caracterizar Ko(Z/nZ) en funcién de la factorizacién prima de n.



11.

12.

13.

Sean R conmutativo, Spec(R) el conjunto de todos los ideales primos de R, y Max(R) el conjunto
de todos los maximales de R. Un R-médulo M se dice playo si M®@pk es un funtor exacto. Probar
que las siguientes condiciones son equivalentes para un R-médulo M.

(a) V p € Spec(R), M, es un R, médulo playo.

(b) ¥V m € Max(R), My es un Ry mddulo playo.

(¢) M es un R-médulo playo.
Deducir que si para todo para todo m € Max(R), My, es un Ry,-mdédulo libre, entonces M es playo.

Sean R — S un morfismo de anillos conmutativos, y M y N R-médulos. Se considera el morfismo
natural de S médulos

S ®@g Hompr(M,N) — Homg(S ®@r M,S®@r N), s® f— (t®@mr— st® f(m)). (1)
Decimos que M es finitamente presentado si existe una sucesién exacta de R-mddulos
L1 — LQ - M —0

con L; libre y finitamente generado (i = 0,1). Probar que si S es playo y M es finitamente
presentado, entonces (1) es un isomorfismo.

Sean R conmutativo noetheriano, y M un moédulo playo finitamente generado. Probar que M es
proyectivo.



