INTRODUCCION A LA K-TEORIA
Préactica 2

En esta practica, R es un anillo, y R* es el conjunto de elementos inversibles de R.

1. Un anillo R (no necesariamente conmutativo) se dice hereditario —a izquierda— si todo ideal a
izquierda de R es un R-médulo proyectivo. Probar que si R es hereditario y S C R™ un submodulo,
entonces existen m < n e ideales I, ..., I, tales que S = @;nzl I;. En particular, S es proyectivo.

2. Sea R conmutativo; llamamos Pic(R) al conjunto de clases de isomorfismo de R-médulos proyectivos
f.g. de rango 1.

(a) Sea P*:=hompg(P, R). Probar que si P € Pic(R), entonces la aplicacién
tr: Pop P* — R, tr(p®y)=7(p)
es un isomorfismo de R-modulos.
(b) Probar que (Pic(R),®pg) es un grupo abeliano. Este grupo de llama el grupo de Picard de R.
3. Sean R un dominio noetheriano, F' su cuerpo de cocientes, e I, J C F ideales fraccionarios.

(a) Probar que si I es playo, entonces la aplicacién I @ g J — IJ, i ® j — ij es un isomorfismo.
(b) Probar que (R :J) = J*.

(¢) Probar que si I es inversible, entonces es proyectivo de rango 1. En particular se tiene una
aplicacién Cart(R) — Pic(R). Probar que esta aplicacién induce un monomorfismo C(R) —
Pic(R).

(d) Sea P un moédulo proyectivo de rango 1. Entonces existe un isomorfismo de F-médulos ¢ :
P®r F — F. Probar que K := {¢p(p®1) : p € P} € Cart(R). Concluir que C(R) = Pic(R).

4. Sean k conmutativo, ¢; : k — R; (j = 1,2) k-dlgebras centrales (i.e. ¢;(k) C ZR;),y S = R, ®, Ro.

(a) Si P; es proyectivo f.g. sobre R; (j = 1,2) entonces Py ®, Ps es proyectivo f.g. sobre S.

(b) Sie; € Idem,,,; (R;) es tal que P; = e;(R"), describir un e € Idemy,, ,, (S5) tal que e(S™"2) =
Py @ P.

(¢) La aplicacién (P, Q) — P ®j @ induce un morfismo de grupos
U: Ko(R1) ®z Ko(R2) — Ko(S5).
(d) Si Rj es otra k-dlgebra central y z; € Ko(R;) entonces
(r1 Uzg)Uxzg =21 U (20 Uxg) € Ko(R1 Qk Ry @k R3).

(e) Sea R una k-dlgebra conmutativa, y p: R® R — R, u(r ® s) = rs. Probar que p o U define
una estructura de anillo conmutativo con unidad en Ko (R).

(f) Probar que U induce un morfismo de Ky(k)-médulos
Ko(R1) ®g,(k) Ko(Ra) — Ko(S).

(g) Probar que si k¥’ — k es un morfismo de anillos conmutativos, entonces el cuadrado siguiente
es conmutativo.

Ko(R1) ®ky(ky Ko(Ra) —= Ko(Ry @ R) -
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Sean R un dominio de Dedekind, y C(R) C Ko(R) la inclusién candnica. Probar que C(R) es un
ideal de cuadrado cero.

Probar que hay un isomorfismo de anillos Ko(R[z,y]/ < 2% + 3% — 1 >) 2 Z[t]/ < 2t,t? >.
Sean R =Rlx,y]/ <2?+y?>—1>y RO m:=<x— 1,y >. Hallar e € Idemy(R) tal que eR? = m.

Para k = Z,Fy, F3,F5, determinar si R = k[z,y]/ < 22 + y? — 1 > es domino de Dedekind y en tal
caso, calcular el anillo Ko(R).

Hacer los ejercicios 1.4.20, 1.4.21 y 1.4.24 del libro de Rosenberg.
Sean Ri, Rs anillos. Probar que K1(R1 X Ro) = K1(R1) ® K1(Rz).
Probar que K1 (M, (R)) = K1 (R).

Sea {R;}ics un sistema filtrante de anillos. Probar que Kj(colim; R;) = colim; K1(R;).

Sea M, (C) EEY M,,(C) 5 M,,(C) J3 ... una sucesién de morfismos, y R = colimy M, (C).
Caracterizar K1 (R).

Probar que si R es un dominio euclideo, entonces SK;(R) = 0.
Sea 7 : Idem(R) — GL(R), e — 1 — 2e.

(a) Probar que 7 induce un morfismo Ko(R) — K1 (R).
(b) Probar que n(Ko(R)) estd contenido en la 2-torsién de K1 (R).
(c) Para R = R[z,y]/ < 2% + y? — 1 >, calcular n(Ky(R)).

Probar que si R tiene sumas directas infinitas, entonces K;(R) = 0.



