
Introducción a la K-teoŕıa
Práctica 3

1. Sean R un anillo conmutativo con unidad, y nil(R) := {r ∈ R : (∃n) rn = 0}.

(a) Probar que nil(R) C R.

(b) Decimos que R es reducido si nil(R) = 0. Sea Rred := R/nil(R). Probar que Rred es reducido.

(c) Probar que si R es un álgebra de dimensión finita sobre un cuerpo k, entonces Rred :=
∏

Fi,
un producto (finito) de extensiones finitas de k.

2. Sea
R //

����

S

����
A // B

un cuadrado de Milnor de anillos conmutativos con unidad. Probar que hay una sucesión exacta

1 → R∗ → A∗ ⊕ S∗ → B∗ → Pic(R) → Pic(A)⊕ Pic(S) → Pic(B)

3. Sean R un anillo conmutativo con unidad, M un R-módulo, y n ≥ 0. Se considera la acción del
grupo simétrico Σn en la potencia tensorial TnM := M⊗Rn. La potencia exterior n-ésima de M es

ΛnM := TnM/ < m− sg(σ)σ(m) : m ∈ TnM > .

(a) Si N es otro R-módulo, entonces

Λn(M ⊕N) =
n⊕

p=0

ΛpM ⊗R Λn−pN

(b) Si M es proyectivo o finitamente generado, ΛnM también lo es. Si M es proyectivo de rango
m, entonces rk(ΛnM) =

(
n
m

)
.

(c) Sea f : P → Q un morfismo entre módulos proyectivos de rango n. Llamamos determinante
de f a la aplicación Λnf : ΛnP → ΛnQ. Probar que si P = Q = Rn, det(f) es el determinante
de la matriz de f en una base.

(d) Supongamos que R no tiene idempotentes no triviales. Sea Proj(R) el monoide de clases de
isomorfismo de módulos proyectivos finitamente generados. Probar que la aplicación

det : Proj(R) → Pic(R), det(P ) := ΛrkP P

es morfismo de monoides.

4. Sea R un dominio con cuerpo de cocientes F . Supongamos que existe un dominio de Dedekind S
tal que R $ S $ F y tal que S es finitamente generado como R-módulo. Probar que det : K̃0(R) →
Pic(R) es un isomorfismo.

5. Sean R y S como en el ejercicio anterior. Supongamos que R $ S y que R es un álgebra de tipo
finito sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k. Sean I = AnnR(S/R), A = R/I, B = S/I.

(a) Probar que SK1(B) = 0.

(b) Probar que A∗ → B∗ no es suryectiva.

(c) Teniendo en cuenta que si T es un anillo unital noetheriano y regular entonces Kn(T ) =
Kn(T [t1, . . . , tp]), probar que son equivalentes:

• K0(R) = K0(R[t]).



• Para todo p, K0(R) = K0(R[t1, . . . , tp]).
• Pic(R) = Pic(R[t]).
• Para todo p, Pic(R) = Pic(R[t1, . . . , tp]).
• B es reducido.

Si las condiciones equivalentes de arriba se satisfacen, decimos que R es seminormal.

6. Sean R y k como el ejercicio anterior; supongamos que S = k[t]. Probar que Pic(R) 6= 0.

7. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado, L1 = a1x−b1y, . . . , Lr = arx−bry rectas distintas en k2.
Supongamos que bi 6= 0 para todo i. Sean ni > 0, i = 1, . . . , r, N =

∑
ni, f := Ln1

1 . . . Lnr
r − xN+1,

R := k[x, y]/f .

(a) Probar que R es dominio ı́ntegro.

(b) Probar que ι : k[x, y] → k[t], ι(x) =
∏

i(ai − bit)ni , ι(y) = tι(x) induce un morfismo inyectivo
R ⊂ k[t].

(c) Probar que R es seminormal si y sólo si para todo i, ni = 1.

(d) Calcular Pic(R) en los siguientes casos

• R seminormal.
• f = yN − xN+1.

A partir de aqúı, anillo=anillo sin unidad.

8. Sean f : A → B un morfismo unital, a, a∗ ∈ Mn(A) tales que f(a)f(a∗) = f(a∗)f(a) = 1. Probar
que

b :=
[
2a− aa∗a aa∗ − 1
1− a∗a a∗

]
∈ GL2n(A)

y que f(b) = f(a)⊕ f(a)−1.

9. Sean π : B → C un morfismo unital, g ∈ GLn(C), y h ∈ GL2n(B) tales que π(h) = g ⊕ g−1. Sean
A = kerπ, ι : A+ → B y ε : A+ → Z los morfismos canónicos.

(a) Probar que existe un único elemento e ∈ Mn(A+) tal que ε(e) = pn y ι(e) = hpnh−1. Probar
que e ∈ Idemn(A).

(b) Probar que el morfismo de conexión ∂ : K1(C) → K0(A), manda la clase de g en [e]− [pn].

(c) Dar una fórmula para ∂ cuando B → C no es unital.

10. Probar que las siguientes fórmulas son válidas para anillos no unitales.

(a) K0(Mn(A)) = K0(A).

(b) K0(A×B) = K0(A)⊕K0(B).

(c) K0(colimi Ai) = colim K0(Ai) (Ai sistema filtrante).

11. Sea ι0 : A → M2(A), ι0(a) = a⊕ 0. Un funtor F de anillos en grupos abelianos se dice M2-estable
si F (ι0) es un isomorfismo para todo A.

(a) Probar que K0 es M2-estable.

De aqúı en adelante, F es un funtor M2-estable fijo.

(b) Sea n ≥ 2. Probar que F env́ıa el morfismo A → MnA, a 7→ a⊕ 0n, en un isomorfismo.

(c) Sea ι1 : A → M2(A), ι(a) = 0⊕ a. Probar que F (ι1) = F (ι0).

(d) Sean B ⊃ A un supra-anillo, V,W ∈ B tales que WAV ⊂ A, y que para todo a, a ∈ A,
aV Wa′ = aa′. Probar que

φV,W : A → A, φ(a) = WaV

es morfismo de anillos, y que F (φV,W ) = 1F (A).



12. Sean A,B ⊂ C subanillos, y p, q ∈ Cn tales que piAqj ⊂ B (1 ≤ i, j ≤ n) y que para todo a, a′ ∈ A,
a(

∑
i qipi)a′ = aa′.

(a) Probar que ξ : A → Mn(B), ξ(a)i.j = piaqj es un homomorfismo de anillos.

(b) Sean F un funtor M2-estable, y F (p, q) : F (A) → F (B) la composición de F (ξ) con el isomor-
fismo canónico. Probar que si A = B, entonces F (p, q) = 1F (A).

13. Dos anillos unitales R y S se dicen equivalentes Morita si existen bimódulos SPR y RQS junto con
isomorfismos de bimódulos f : P ⊗R Q → S y g : Q⊗S P → R.

(a) Utilizando f y g, definir una estructura de anillo en

C :=
[
A Q
P B

]
(b) Sean n, p, p′ ∈ Pn, q, q′ ∈ Qn tales que f(

∑
i pi ⊗ qi) = 1, g(

∑
i q′i ⊗ p′i) = 1. Probar que si

F es un funtor M2-estable, entonces F (p, q) y F (q′, p′) son morfismos inversos. En particular
F (R) ∼= F (S).

(c) Probar que R y Mn(R) son equivalentes Morita.

(d) Probar que si R y S son equivalentes Morita, entonces hay equivalencias de categoŕıas Mod−
R ∼= Mod− S y R−Mod ∼= S −Mod.

(e) Dar una definición de equivalencia Morita para anillos sin unidad que sea preservada por todo
funtor M2-estable.


