
Introducción a la K-teoŕıa
Práctica 3

1. Sean A,B anillos φ, ψ : A → D B B un casi-homomorfismo de A en B. Sean G : Rings → Ab un
funtor exacto partido, y G(φ, ψ) : G(A) → G(B) el morfismo inducido. Probar

(a) G(φ, 0) = G(φ).
(b) G(ψ, φ) = −G(φ, ψ).
(c) Si
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es un morfismo de casi-homomorfismos, entonces

G(gφ, gψ) = G(g|B)G(φ, ψ) = G(φ′f, ψ′f) = G(φ′, ψ′)G(f).

(d) Si para todo x, y ∈ A se tiene φ(x)ψ(y) = ψ(x)φ(y) = 0, entonces G(φ+ ψ, φ) = G(ψ).
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morfismos de anillos. Probar que el pushout A ∪C B de (1) existe en Rings.

3. Sean A ⊃ C ⊂ B anillos, y α : A → C, β : B → C morfismos tales que α|C = β|C = idC . Sean
S := A ∪C B y P := A×C B. Se consideran los siguientes morfismos canónicos:
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(a) Probar que existen morfismos ν : S → P y η : P →M2S tales que

πAνιA = 1, πAνιB = β, πBνιA = α, πBνιB = 1,

η(a, b) =
[
ιA(a) 0

0 ιB(b)

]
(b) Sean D1 := ker(α ∨ β), D2 = ker(α ∧ β) y ∆ : 1 → M2 la transformación natural que manda

un elemento a en la matriz diagonal a⊕a. Se tiene un diagrama conmutativo con filas exactas
escindidas
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Notación: La letra j denonta la transformación natural 1 → M2 dada por la inclusión en el
lugar (1, 1).

(c) Sea ξ = e12 − e21 ∈ GL(S+). Probar que ξ ∈ GL(S+)0 y que

ξ(ηνιB(b))ξ−1 = jSιB(b) (b ∈ B)

(d) Probar que ην es homotópico a jS(α ∧ β), y que η′ν′ es homotópico a jD1 .

(e) Probar que ν′η′ es homotópico a jD2 .

(f) Probar que si G : Rings → Ab es un funtor exacto partido, M2-estable, e invariante ho-
motópico, entonces G(ν) es un isomorfismo.

(g) Probar que si G es como en el ı́tem anterior, entonces G(S) ∼= G(A)×G(C) G(B).

4. Probar que KH0(Z) = K0(Z) = Z.

5. Sean n ≥ 1 y τn el anillo unital libre en elementos α1, β1, . . . , αn, βn sujetos a αiβi = 1 (i = 1, . . . , n).
Probar que KH0(τn) = Zn.

Recordatorio: Recordemos que un funtor G : Rings → Ab se dice aditivo si para todo A,B ∈
Rings el morfismo natural G(A×B) → G(A)×G(B) es un isomorfismo.

6. Sea G : Rings→ Ab un funtor M2-estable y aditivo.

(a) Probar que si R es un anillo con suma � : R×R→ R, entonces la composición

G(R)⊕G(R) ∼= G(R×R)
G(�)−→ G(R)

es el morfismo suma, que env́ıa (x, y) 7→ x+ y.

(b) Probar que si R tiene sumas infinitas, entonces G(R) = 0.

Recordatorio: Sea [n] 7→ Gn un grupo simplicial, con caras di y degeneraciones si. El complejo
de Moore de G es (N∗G, d0), donde

NnG :=
n⋂
i=1

ker di

Recordemos que

• d0(Nn+1G) C NnG (n ≥ 0).

• π∗G = H∗(NG).

7. Sean f, g : G→ H morfismos de grupos simpliciales. Supónganse dados, para cada n ≥ 0, morfismos
h0, . . . , hn : Gn → Hn+1 tales que

dihj =


f si i = j = 0

hj−1di si i < j
dihi−1 si i = j 6= 0
hjdi−1 si i > j + 1
g si i = n+ 1, j = n

(2)

Sea h : G∗ → H∗+1,

h(x) = (
n∏
i=0

hi(x)(−1)i

) · (
n∏
i=0

si(g(x))(−1)i

)−1

Probar que si x ∈ (ker d0) ∩NnG, entonces h(x) ∈ Nn+1H y d0(h(x)) = f(x)g(x)−1.



8. Sean A un anillo, ι : A→ A[x] la inclusión canónica, y ε : A[x] → A la evaluación en 0. Para cada
n ≥ i ≥ 0 se definen morfismos hi : ∆pol

n Z[x] → ∆pol
n+1Z[x], hi(tj) = si(tj), hi(x) = x(ti+ · · ·+tn+1).

Probar que los morfismos f = id, g = ιε y 1 ⊗ hi : ∆pol
n (A[x]) → ∆pol

n+1(A[x]) satisfacen las
condiciones (2).

9. Sean A un anillo y n ≥ 1. Se define KV ′
n(A) := πn−1GL(∆polA). Probar:

(a) KV ′
1(A) = KV1(A).

(b) Los funtores KV ′
∗ son invariantes homotópicos.

(c) Si n ≥ 1, el funtor Nn(GL(∆pol( )) env́ıa la sucesión

0 → ΩA→ PA→ A→ 0

en una sucesión exacta. El funtor N0(GL(∆pol( )) aplica esta sucesión en la sucesión exacta

1 → GL(ΩA) → GL(PA) → GL(A)

La imagen del último morfismo es GL(A)0.

(d) Para todo n ≥ 1, KV ′
n(A) = KVn(A).

10. Sean R 3 1 un anillo, I C R un ideal. Se define el subgrupo elemental relativo E(R : I) C E(R)
como el mı́nimo subgrupo normal que contiene a los elementos εij(x), x ∈ I, i 6= j. El K1 relativo
al par (R, I) es

K1(R : I) := GL(I)/E(R : I)

(a) Probar que K1(R : I) es un grupo abeliano.

(b) Probar que la inclusión GL(I) ⊂ GL(R) induce un morfismo K1(R : I) → K1(R) de modo
que la sucesión

K1(R : I) → K1(R) → K1(R/I)

es exacta.

(c) Si R→ R/I es retracción, entonces K1(R : I) → K1(R) es inyectiva.

(d) Probar que K1(I+ : I) = K1(I).

(e) Sean k un cuerpo y R′
1 ⊂ R1 ⊂M2(k) los subanillos

M2(k) ⊃ R1 := ke11 + ke12 + ke22 ⊃ R′
1 := k(e11 + e22) + ke12

Sea I = ke12; I es un ideal tanto de R′ como de R. Calcular K1(R1 : I), K1(R′
1 : I) y K1(I).

11. Sean R un anillo, I, J C R ideales, x, y ∈ R. Ponemos

[x, y] := xy − yx

[I, J ] = subgrupo generado por los elementos [i, j], i ∈ I, j ∈ J
HC0(R) = R/[R,R]
HC0(R : I) = I/[R, I]

Nota: si R es unital y x, y ∈ R son inversibles, escribiremos su conmutador multiplicativo con (, )
en lugar de [, ], es decir:

(x, y) := xyx−1y−1

(a) Probar que hay una sucesión exacta

HC0(R : I) → HC0(R) → HC0(R/I) → 0

(b) Si R→ R/I es retracción, entonces HC0(R : I) → HC0(R) es inyectiva.

(c) Calcular HC0(I+ : I).



12. Sea I C R un ideal de un anillo unital, tal que I2 = 0. Sea

ν : GL(I) → I, ν(1 + x) = x

(a) Probar que ν es morfismo de grupos.

(b) Sean x ∈ GL(I), r ∈ R. Probar que

ν((1 + x)εij(r)) = [xji, r].

Deducir que ν induce un morfismo

ν : K1(R : I) → HC0(R : I). (3)

(c) Sea s : I → GL(I), s(x) = 1 + xe11. Probar que s es morfismo, que ν ◦ s = 1, y que la
composición de s con la proyección GL(I) → K1(R : I) es suryectiva.

(d) Probar las fórmulas

s([r, x]) = (1 + [re12, xe21])(1 + [e21, xre12])
1 + [re12, xe21] = (ε12(r), ε21(x))ε12(rxr)

Concluir que s induce un morfismo

s : HC0(R : I) → K1(R : I) (4)

(e) Probar que (3) y (4) son isomorfismos inversos.


