INTRODUCCION A LA K-TEORIA
Préctica 3

1. Sean A, B anillos ¢,1 : A — D > B un casi-homomorfismo de A en B. Sean G : Rings — 2Ab un
funtor exacto partido, y G(¢, ) : G(A) — G(B) el morfismo inducido. Probar

(a) G(¢,0) = G(9).
(c) Si

C<——8

A

A/ Cl < B/
w/
es un morfismo de casi-homomorfismos, entonces
G99, 9v) = G(9B)G(¢,%) = G(¢'f, V') = G(¢', ') G(f).
(d) Si para todo x,y € A se tiene ¢(x)Y(y) = ¥ (z)p(y) = 0, entonces G(¢p + ¥, d) = G(¥).

2. Sean
A (1)

|

C——8B

morfismos de anillos. Probar que el pushout A Uc B de (1) existe en Rings.

3. Sean A D C C B anillos, y a: A — C, 8: B — C morfismos tales que ¢ = fjc = idc. Sean
S:=AUc By P:= A Xx¢ B. Se consideran los siguientes morfismos canénicos:

A-—2sg< B

A<—P—3>B

S aVvp c anp P
(a) Probar que existen morfismos v: S — Py n: P — M,S tales que

mavia =1, mavig =0, wpvia=a, wngvig =1,

wad)= 4 0]

(b) Sean D; :=ker(aV ), Dy = ker(a A 3) y A : 1 — Ms la transformacién natural que manda
un elemento a en la matriz diagonal a @ a. Se tiene un diagrama conmutativo con filas exactas

escindidas
0 D s—" ¢ 0
o
0 D; p— ¢ 0
I T

0 —— Ma(Dy) —— Mz(S)myz(C) —0



Notacion: La letra j denonta la transformacién natural 1 — My dada por la inclusién en el
lugar (1,1).
(c) Sea & = e13 —ea1 € GL(ST). Probar que £ € GL(S1)o v que

Eep(0)! = jstp(d)  (be B)

(d) Probar que nv es homotépico a js(a A ), y que n'v’ es homotépico a jp, .
(e) Probar que v'n’ es homotdpico a jp,.

Probar que si G : Rings — 2Ab es un funtor exacto partido, Ms-estable, e invariante ho-
motdpico, entonces G(v) es un isomorfismo.
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—
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(g) Probar que si G es como en el item anterior, entonces G(S) = G(A) x¢(c) G(B).
4. Probar que KHy(Z) = Ko(Z) = Z.
5. Seann > 1y 7, el anillo unital libre en elementos aq, 81, . . ., @y, Bn sujetosa a;5; =1 (i =1,...,n).

Probar que K Hy(r,) = Z™.

Recordatorio: Recordemos que un funtor G : Rings — 2Ab se dice aditivo si para todo A, B €
Rings el morfismo natural G(A x B) — G(A) x G(B) es un isomorfismo.

6. Sea G : Rings — b un funtor Ms-estable y aditivo.
(a) Probar que si R es un anillo con suma X : R x R — R, entonces la composicién

G(R)® G(R) =~ G(Rx R) ™ a(R)

es el morfismo suma, que envia (z,y) — = + y.

(b) Probar que si R tiene sumas infinitas, entonces G(R) = 0.

Recordatorio: Sea [n] — G, un grupo simplicial, con caras d; y degeneraciones s;. El complejo
de Moore de G es (N.G,dy), donde

NG = [ kerd;
i=1
Recordemos que
e do(N,+1G) < N,,G (n > 0).
o 7,.G = H,(NG).

7. Sean f,g : G — H morfismos de grupos simpliciales. Supénganse dados, para cada n > 0, morfismos
ho,...,hy : Gp — Hpyq tales que

f sii=j=0
hj_ldi sii<jg
dihj = dihi—l sit= j 75 0 (2)
h]‘di_l sit>7+1

g sit=n+1,7=n

Sea h: G, — Hiy1,

n n

h(z) = ([ ha(@) ") - ([ silg(x)) D)~

=0 =0

Probar que si z € (kerdp) N N, G, entonces h(z) € N1 H y do(h(z)) = f(x)g(z)~ .



8. Sean A un anillo, ¢ : A — A[z] la inclusién candnica, y € : Alx] — A la evaluacién en 0. Para cada
n > i > 0 se definen morfismos h; : AP'Z[z] — AfﬁlZ[xL hi(tj) = si(t;), hi(z) = x(ti+- - +tpy1).
Probar que los morfismos f = id, g = te y 1 ® h; : AP(A[z]) — Afﬁl(A[x]) satisfacen las
condiciones (2).

9. Sean A un anillo y n > 1. Se define KV (A) := 7,,_1GL(AP°' A). Probar:

(a) KV/(A) = KV1(A).
(b) Los funtores KV, son invariantes homotdpicos.
(c) Sin > 1, el funtor N, (GL(AP°( )) envia la sucesién

0-0QA—-PA—-A—-0
en una sucesién exacta. El funtor No(GL(AP°/( ) aplica esta sucesién en la sucesién exacta
1— GL(QA) — GL(PA) — GL(A)

La imagen del dltimo morfismo es GL(A)o.
(d) Para todon > 1, KV,(A) = KV, (4).

10. Sean R > 1 un anillo, I < R un ideal. Se define el subgrupo elemental relativo E(R : I) < E(R)
como el minimo subgrupo normal que contiene a los elementos €;;(x), « € I, ¢ # j. El K; relativo
al par (R,I) es

Ki(R:1I):=GL(I)/E(R:I)
(a) Probar que K;(R : I) es un grupo abeliano.
(b) Probar que la inclusién GL(I) C GL(R) induce un morfismo K;(R : I) — K;(R) de modo

que la sucesién
Ki(R:I) = Ki(R) — Ki(R/I)

es exacta.
(¢) Si R — R/I es retraccién, entonces K1 (R : I) — K;(R) es inyectiva.
(d) Probar que K1(I" : 1) = Ki(I).
(e) Sean k un cuerpo y R} C Ry C M (k) los subanillos

Mz(k) O Ry :=keq1 + kera + keaa D Rll = k(611 + 622) + keqs
Sea I = kejo; I es un ideal tanto de R’ como de R. Calcular K1(Ry : I), K1 (R} : I) y K1(I).
11. Sean R un anillo, I, J < R ideales, z,y € R. Ponemos
[z, y] == wy —yx
[1, J] = subgrupo generado por los elementos [i,j], i €1, j€J

HCo(R) = R/[R, R]
HCy(R: 1) =1/[R,I]

Nota: si R es unital y 2,y € R son inversibles, escribiremos su conmutador multiplicativo con (,)

en lugar de [,], es decir:

(z,y) =ayz 'y

(a) Probar que hay una sucesién exacta
HCo(R : T) — HCo(R) — HCo(R/I) — 0

(b) Si R — R/I es retraccién, entonces HCy(R : I) — HCy(R) es inyectiva.
(c) Calcular HCo(It : I).



12. Sea I <1 R un ideal de un anillo unital, tal que I? = 0. Sea
v:GL(I)—1I, v(l+z)=2x

(a) Probar que v es morfismo de grupos.
(b) Sean z € GL(I), r € R. Probar que

(14 2)9 ) = [, 7].
Deducir que v induce un morfismo
v:Ki(R:I)— HCy(R:1I). (3)

(c) Sea s : I — GL(I), s(z) = 1+ wey;. Probar que s es morfismo, que vos = 1, y que la
composicién de s con la proyecciéon GL(I) — K1(R : I) es suryectiva.

(d) Probar las férmulas

s([ryx]) = (1 + [reia, zea1])(1 + [ea1, xrels])

1+ [reja, zear] = (e12(r), €21 (x))era(rar)
Concluir que s induce un morfismo

s:HCy(R:I) — K (R: 1) (4)

(e) Probar que (3) y (4) son isomorfismos inversos.



