Métodos de Elementos Finitos y Aplicaciones

Primer Cuatrimestre de 2010.
Teorema de Rellich-Kondrachov

En lo que sigue, demostraremos el Teorema de Rellich Kondrachov. Se usé principalmente
como referencia el libro de L.Evans, Partial Differential Equations, AMS, Providence, 1998.

Teorema 1 Sea Q C RN abierto, acotado y con borde C'. Si 1 < p < N, entonces para
todo 1 < q < p* se tiene:
WhP(Q) cc LYR).

Es decir, la inclusion es compacta. Aqui, p* es el llamado conjugado de Sobolev de p, definido

N
talque#:%—%(*:h),

Definicion 1 Sean X,Y dos espacios métricos, decimos que X CC Y (X estd incluido
compactamente en Y ), si por un lado la inclusion X — Y es continua y ademds, para
toda sucesion acotada {xy}, C X, ewiste una subsucesion {x,,}; convergente en Y ({z,} es
precompacta en'Y') .

Demostracion
(I) Probemos primero la inclusién continua.

Sea 1 <p< N yuéc W'P(Q). Por el Teorema de Extension, existe una @ € WHP(RY)
de soporte compacto, 4o = u y ademas existe una constante C' = C, q, tal que

HaHleP(RN) < CHUHWlp(Q)

Ahora, ya que C°(RY) es denso en W'P(RY), podemos tomar una sucesién u, €
CX(RYN) tal que u, — @ en WIP(RY).

Probemos entonces el resultado primero para ¢ = p*. Por la desigualdad de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev: ||ul|p* (rvy < C||Vull} (RN), si u € CLRY), tenemos que

|tn — wmll Lo ®N) < Cl|Vu, — VUmHLP(IRiN) < Cllun — umHWl,P(]RN) —0

Es decir, como {u,} es de Cauchy en W?(RY), también lo es en LP" (RY). Con lo cual
también u, — @ en LP*(RY)

Usando la desigualdad triangular, se tiene que:

@l s ®N) < @ — unHLP*(RN) + ”unHLP*(RN)

Finalmente, usando nuevamente G — N — S y el resultado de convergencia, obtenemos



@l o= mvy < ClIVU Loy

Ahora si pegando todo:

[ull o* () < N8l ow @y < ClIVEA| L@y < Cllallwre@yy < [lullwie@)
Sea ahora 1 < ¢ < p*:

1 1 1
Hunm):( / |uq) < ( / \qu) ( / 1a’>
Q Q Q

Habiendo hecho Holder con las funciones |u| y 1 y los exponentes «, o’ tal que go = p*,
esdecira:%>1, ya que g < p*

Resulta entonces, usando que vale para ¢ = p*:

1 1
ull oy < 19277 |lull Lo () < Cllullwira)

Lo que prueba finalmente la inclusion deseada.
(IT) Faltaria ver que es compacta.

Sea {u,}, C WP(Q) una sucesién acotada. Por lo que acabamos de probar:

unllpa) < Cllunllwir) <o (1 <q<p")
Queremos probar que existe una subsucesion {un,}; convergente en LI(€2). Para eso,
veremos que existe una subsucesion de Cauchy en L7((2).

Podemos suponer, mediante el Teorema de Extension, que {u,}, € W'P(RY) y que
existe un V' O Q tal que sop(un) C V para todo n € Ny que sup, ey [[tnlyw1p@yy < 0o

Procedamos ahora a regularizar la sucesion. Recordemos las funciones:

1
ce 1-=2 |z| <1
p(r) = 2
0 |z| > 1

con ¢ tal que [pn ¢(z)dz = 1. Esta ¢ € C°(RY) y sop(p) = B1(0). Ahora, dado € > 0, las
funciones pe(z) = sing(f) también resultan C°(RN) y sop(p.) = B-(0).

Dado n € N, definiendo entonces u;, = ¢, * u,, € CSO(RN), podemos suponer sop(us,) C
V.

Veamos que ué, — u, en L9(V) cuando £ — 0, y uniformemente en n en el caso que las

up € CHV):



Uup (@) = un(z) = / o p=(y) (un (2 — y) — un(z))dy = /B o o(y) (un(z — ey) — un(z))dy

La tltima igualdad viene de realizar el cambio de variables y = £. Ahora, escribiendo

up(z —ey) — up(z) = fol L, (x — ety)dt, llegamos a

()=o) = | a0 [ / - ety)dt] dy=— | a0 / S (a—cty)ydi dy

Tomando médulo, integrando en V' y acotando las integrales, resulta

/V\UZ(HJ) — up(z)|dz < 6/1//31(0) e(y) /01 |Vup(z — ety)| dt dy dx

Cambiando el orden de integracion resulta

/V\uz(x)—un(x)|dxgs/&(0) so(y)/ol </V!Vun(x—€ty)|d:c> dt dy

ahora, cambiando variable en la primera integral z = x — cty, dz = dx.

1
/ (&) — un () dr < / o(y) / IV tnll iyt dy = el Va1
v B1(0) 0

con lo cual acabamos de probar que |u;, — un|L1(v) < €[|Vun| g1y si las uy, son suaves.
Notar que por densidad el resultado también vale para funciones u,, € WHP(V). Tenemos
entonces que

us, — Up, cuando € — 0 en L'(V) uniformemente en n

Usaremos ahora la siguiente desigualdad de interpolacion:

0 —6
lollze < [vllZsllvllz:

siempre que % = g + 1;9, s<qg<r.
Con lo cual, si ||v,||zr estd acotado y ||v,||Ls — 0, entonces valdra que ||v,||zs — 0.

En nuestro caso 1 = s < g <r = p* (acd es donde no va a valer si g =p*) y 0 < 0 < 1:

0 0
lun = unllLaqvy < llup — unllp o llus, — UnHle*(V)



La norma en L' por lo que vimos tiende a 0 uniformemente en n cuando ¢ — 0. Ademaés,
la norma en LP* est4 acotada por la desigualdad de G-N-S por la norma WP, que esta
acotada uniformemente. Por lo tanto, tenemos que

U, — Up cuando € — 0 en LY(V') uniformemente en n.

Veamos entonces que {uf,} es equicontinua y equiacotada en L(V') para todo € > 0 fijo:

1
Jup ()] < /B " [un()le(=y)dy < |@ell Lo @m) unllirwy < Zx 0]l oo @) llunllwip@y) <

La anterior cota prueba que la sucesién estd equiacotada ya que es valida para todo
z € RN, n € N. Para la equicontinuidad recordemos que debido al Teorema de los Valores
Intermedios:

un () —up(y)] < o —y[|Vup ()] € €int(z,y)

Con lo cual basta probar una cota uniforme para el gradiente:

1 C
[un(y) Ve (z — y)|dy < WHVQPHLW(RJ\’)HunHLl(V) < oN+1

Vi ()] < /

B:(z)

Por Arzela-Ascoli, existe {uflj} de Cauchy con HU%J —up, lzeevy = 0y |]qu] —up, ey <

7. — Up, |lLee () — 0. Tenemos entonces que:

||un]-

[tn; — tny [|Lavy < lJun; — uen;l|zaqvy + llugn, —up, Loy + [lug, — unllzov)

Como probamos que u§, — u, en L1(V'), dado § > 0, elijo un ¢ > 0 suficientemente chico
tal que para todo nj,ny

g 5 g 5
[tn; = g, | zaqvy < 3 lun, — tngllLaqvy < 3
Ahora, para ese ¢ fijo, uso que la subsucesion es convergente, con lo cual elijo n;, ny, tal
es que
0
€ 15 q
Tomando ahora § = 1, %, %, ... vy mediante un argunmento diagonal ueda demostrado

el teorema.l
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